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❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣
▼❡✐♥❡ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ③✉♠ ❚❤❡♠❛ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ♦♥ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❋r❛❣❡ ♥❛❝❤ ❋♦rts❡t③✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❢♦r♠❡♥ ❛✉❢
◗✉♦t✐❡♥t❡♥ ✈♦♥ ❲✐r❦✉♥❣❡♥ r❡❞✉❦t✐✈❡r ●r✉♣♣❡♥ ❛✉❢ ❣❧❛tt❡♥ ❱❛r✐❡tät❡♥✳
❊s s❡✐ G ❡✐♥❡ r❡❞✉❦t✐✈❡ ●r✉♣♣❡ ✉♥❞ V ❡✐♥❡ ❣❧❛tt❡ G✲❱❛r✐❡tät ü❜❡r C✱ ❞❛♥♥ ❦ö♥♥❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡♥
❣✉t❡♥ ◗✉♦t✐❡♥t❡♥ π : V → X ✭❦✉r③✿ X = V/G✮ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✳ ❲✐❡ ❇♦✉t♦t ✐♠ ❏❛❤r❡ ✶✾✽✼ ❜❡✇✐❡s❡♥
❤❛t ✭s✐❡❤❡ ❬❇♦✉✽✼❪✮✱ ❤❛t X r❛t✐♦♥❛❧❡ ❙✐♥❣✉❧❛r✐tät❡♥✳
❊s s❡✐ σ ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❢♦r♠ ❛✉❢ X ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡♠ r❡❣✉❧är❡♥ ❖rt ✈♦♥ X ❞❡✜♥✐❡rt ✐st ✉♥❞
η : X˜ → X ❡✐♥❡ ❆✉✢ös✉♥❣ ✈♦♥ X✳ ❲✐r ✇♦❧❧❡♥ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r P✉❧❧❜❛❝❦ η∗(σ) ❛❧s r❡❣✉❧är❡
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❢♦r♠ ❛✉❢ X˜ ❢♦rts❡t③t✳ ■st dim(X) = n s♦ ❢♦❧❣t ❞❡r ❋♦rts❡t③✉♥❣ss❛t③ ❢ür 0✲ ✉♥❞ n✲
❋♦r♠❡♥ ❛✉s ❞❡r ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss X ♥♦r♠❛❧ ✐st ✉♥❞ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❙✐♥❣✉❧❛r✐tät❡♥ ❤❛t✳
■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✐st ♥✐❝❤t ❦❧❛r✱ ❞❛ss η∗(σ) ❡✐♥❡ r❡❣✉❧är❡ ❋♦r♠ ✐st✱ ❞❛ ✐❤r❡ ❋♦rts❡t③✉♥❣ ❛✉❢
X˜ P♦❧❡ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❡①③❡♣t✐♦♥❡❧❧❡♥ ▼❡♥❣❡ ❤❛❜❡♥ ❦❛♥♥✳ ■♠ ❏❛❤r ✷✵✶✹ ❤❛❜❡♥ ●r❛❢ ✉♥❞ ❑♦✈á❝s
❜❡✇✐❡s❡♥✱ ❞❛ss η∗(σ) ❛✉❢ ❣❛♥③ X˜ ❢♦rts❡t③t✱ s♦❧❛♥❣❡ ✇✐r ❧♦❣❛r✐t❤♠✐s❝❤❡ P♦❧❡ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❡①③❡♣✲
t✐♦♥❡❧❧❡♥ ▼❡♥❣❡ ③✉❧❛ss❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❬●❑✶✹❪✮✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ✇✐r ③✇❡✐ ▼❡t❤♦❞❡♥
✉♠ ③✉ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss η∗(σ) ✉♥t❡r s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣❡♥ ❦❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡♥ P♦❧❡ ❤❛t✳
■♥ ❡✐♥❡♠ ❡rst❡♥ ❙❝❤r✐tt ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ✇✐r ❍♦❞❣❡✲t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ▼❡t❤♦❞❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❛✉s ❬◆❛♠✵✶❪
✉♥❞ ❬❙❙✽✺❪ ❦❡♥♥t✱ ✉♠ ③✉ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❋♦rts❡t③✉♥❣ss❛t③ ❢ür 1✲✉♥❞ 2✲❋♦r♠❡♥ ❛✉❢ X ❣✐❧t✳
❩✉s❛♠♠❡♥ ♠✐t ❞❡r ♦❜✐❣❡♥ ❆✉ss❛❣❡ ü❜❡r 0✲ ✉♥❞ n✲❋♦r♠❡♥ ❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r s♦ ❞❡♥ ❋♦rts❡t③✉♥❣ss❛t③
❢ür ❣✉t❡ ◗✉♦t✐❡♥t❡♥ ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ 0 ❜✐s 3✳
■♥ ❡✐♥❡♠ ③✇❡✐t❡♥ ❙❝❤r✐tt r❡❞✉③✐❡r❡♥ ✇✐r ✉♥s ❛✉❢ ❞❡♥ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡s ●■❚✲◗✉♦t✐❡♥t❡♥ ❡✐♥❡s ❱❡❦t♦r✲
r❛✉♠❡s✳ ❉✐❡s ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❡s ✉♥s ❞✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆✉✢ös✉♥❣ ✈♦♥ ❑✐r✇❛♥ ✭s✐❡❤❡ ❬❑✐r✽✺❪✮ ③✉ ✈❡r✇❡♥❞❡♥✱
✉♠ η : X˜ → X ✐♥ ❡✐♥❡ ❙❡q✉❡♥③ ✈♦♥ ❆✉❢❜❧❛s✉♥❣❡♥ ③✉ ③❡r❧❡❣❡♥✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡ ❙❡q✉❡♥③ ✇❡♥❞❡♥ ✇✐r
❡✐♥❡ ♠♦❞✐✜③✐❡rt❡ ❱❡rs✐♦♥ ❞❡r ❘❡s✐❞✉❡♥ ❙❡q✉❡♥③ ✭s✐❡❤❡ ❬❊❱✾✷❪✮ ❛♥✱ ✉♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡s ❘❡s✉❧t❛t ③✉
❡r❤❛❧t❡♥✿✳ ❆♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ❞❡r ❋♦rts❡t③✉♥❣ss❛t③ ❣✐❧t ❢ür ❛❧❧❡ ❋♦r♠❡♥ ❛✉❢ ❛❧❧❡♥ ❣✉t❡♥ ◗✉♦t✐❡♥t❡♥
✈♦♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❦❧❡✐♥❡r n✱ ❞❛♥♥ ❣✐❧t ❞❡r ❋♦rts❡t③✉♥❣ss❛t③ ❛✉❝❤ ❢ür (n − 1)✲❋♦r♠❡♥ ❛✉❢ ❞❡♠
❣✉t❡♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ◗✉♦t✐❡♥t❡♥ X✳ ❩✉s❛♠♠❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❡rst❡♥ ❚❡✐❧ ❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r s♦ ❞❡♥
❋♦rts❡t③✉♥❣ss❛t③ ❢ür ❣✉t❡ ◗✉♦t✐❡♥t❡♥ ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥ 4✳
❆❜str❛❝t
■♥ ♠② t❤❡s✐s ✇✐t❤ t❤❡ t✐t❧❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ♦♥ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞
q✉♦t✐❡♥ts ■ ❛♠ ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ♦♥ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t✐❡s ❜②
t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣s✳
▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ G✲✈❛r✐❡t② ♦✈❡r C✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❣♦♦❞
q✉♦t✐❡♥t π : V → X ❛♥❞ ✇r✐t❡ X = V/G✳ ■♥ ✶✾✽✼✱ ❇♦✉t♦t ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t❤❛t X ❤❛s r❛t✐♦♥❛❧
s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭s❡❡ ❬❇♦✉✽✼❪✮✳
▲❡t σ ❜❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ♦♥ X t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s♠♦♦t❤ ❧♦❝✉s ♦♥ X ❛♥❞ η : X˜ → X
❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ X✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ η∗(σ) ❡①t❡♥❞s ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❢♦r♠ t♦ ❛❧❧ ♦❢ X˜✳ ■❢ dim(X) = n✱ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r 0✲ ❛♥❞ n✲❢♦r♠s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t X ✐s ♥♦r♠❛❧ ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r t❤❛t η∗(σ) ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❢♦r♠✱ s✐♥❝❡ ✐t ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ♣♦❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡
η✲❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ s❡t ✐♥ X˜✳ ■♥ ✷✵✶✹✱ ●r❛❢ ✉♥❞ ❑♦✈á❝s ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t η∗(σ) ❡①t❡♥❞s t♦ ❛❧❧ ♦❢ X˜ ❛s
❧♦♥❣ ❛s ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♣♦❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ s❡t ✭s❡❡ ❬●❑✶✹❪✮✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ✇✐❧❧
♣r❡s❡♥t t✇♦ ♠❡t❤♦❞s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡tt✐♥❣s η∗(σ) ❤❛s ♥♦ ♣♦❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧
s❡t✳
■♥ ❛ ✜rst st❡♣ ✇❡ ✉s❡ ❍♦❞❣❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ❬◆❛♠✵✶❪ ❛♥❞ ❬❙❙✽✺❪✱ t♦ s❤♦✇✱
t❤❛t t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s tr✉❡ ❢♦r 1✲❛♥❞ 2✲❢♦r♠s ♦♥ X✳ ■♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐✲
♦✉s r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t 0✲ ❛♥❞ n✲❢♦r♠s t❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❛❧❧ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0 t♦ 3✳
■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛♥ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❛ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ♦❢
❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❑✐r✇❛♥ ✭s❡❡
❬❑✐r✽✺❪✮ t♦ s♣❧✐t η : X˜ → X ✐♥t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜❧♦✇✲✉♣s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧② ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✭s❡❡ ❬❊❱✾✷❪✮ t♦ ❡❛❝❤ ❜❧♦✇✲✉♣ t♦ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✿ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ♦♥ ❛❧❧ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❧❡ss t❤❛t
n✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s tr✉❡ ❢♦r (n − 1)✲❢♦r♠s ♦♥ t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t
X✳ ■♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✱ t❤✐s ②✐❡❧❞s ❛♥ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠
❢♦r ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4✳
❈♦♥t❡♥ts
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■✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ✶
✶✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s✱ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✶
✶✳❆✳ ❑ä❤❧❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ❛♥❞ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
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✷✳ ❘❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ G✲✈❛r✐❡t✐❡s ✹
✸✳ ●♦♦❞✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ✺
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✸✳❇✳ ❙❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❛♥❞ st❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✼
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✸✳❉✳✶✳ ▲✉♥❛✬s ❙❧✐❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s ✾
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✻✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ✷✻
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✼✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷ ✷✽
✐
❈♦♥t❡♥ts ✐✐
■■■✳ ❚❤❡ ✹✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✸✹
✽✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❑✐r✇❛♥ ✸✹
✾✳ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ ✸✽
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✾✳❇✳ ❚❤❡ r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ♣❛✐rs ♦❢ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✾✳❈✳ ▲♦❣✲♣♦❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❞✐✈✐s♦r ✐♥ t❤❡ ✜rst ❑✐r✇❛♥ st❡♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✶✵✳❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✹✸
■❱✳ ❋✉rt❤❡r r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ✹✻
✶✶✳❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ ❢♦r ❢♦r♠s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ p < n− 1 ✹✻
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✵✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts
✵✳❆✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
■♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr② ✇❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦❜❥❡❝ts t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ❛♥❞ t❤❡ s❤❡❛✈❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s
❛r❡ ❛ r✐❝❤ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❣✐✈❡ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥✈❛r✐❛♥ts t♦
❝❧❛ss✐❢② ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❛r✐❡t✐❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t②♣❡s ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳
❖♥ ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t② tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❑ä❤❧❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s✳ ❖♥ ❛ ♥♦r♠❛❧
❜✉t s✐♥❣✉❧❛r ✈❛r✐❡t② ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ s❤❡❛❢ ♦❢ ❑ä❤❧❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ t♦rs✐♦♥ ❛♥❞
♥❡❛r ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❛ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞✳ ❆
♥❛t✉r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s t♦ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s t❤❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥
t❤❡ s♠♦♦t❤ ❧♦❝✉s ✐♥st❡❛❞✳ ❋r♦♠ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❣❧♦❜❛❧ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡①✐✈❡ ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛❢ ♦❢ ❑ä❤❧❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s
❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛❧❧❡❞ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s✳
▲❡t X ❜❡ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t② ♦✈❡r C ❛♥❞ σ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ♦♥ X✳ ❙✐♥❝❡ ❝❡rt❛✐♥
❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤ ❝❛s❡ ✭❡✳❣✳ t❤❡ ❑♦❞❛✐r❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❙❡rr❡ ❞✉❛❧✐t②✮ ❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞
❢♦r σ ♦♥ X ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ η : X˜ → X ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐✲
t✐❡s ♦❢X ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ η∗(σ) ♦♥ X˜ ✐♥st❡❛❞✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿
❊①t❡♥s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t② ♦✈❡r C ❛♥❞ η : X˜ → X













✐s ❛ r❡❣✉❧❛r p✲❢♦r♠ ♦♥ X˜✳
❋♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t② X ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r✱ t❤❛t t❤❡ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ η∗(σ) ✐s r❡❣✉❧❛r ♦♥
X˜✱ s✐♥❝❡ ✐t ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ♣♦❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ η✲❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ s❡t E✳ ■♥ ❬●❑✶✹❪ ●r❛❢ ❛♥❞ ❑♦✈á❝s
❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t ❢♦r ❛ ✈❛r✐❡t② X ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s t❤❡ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ η∗(σ) ❡①t❡♥❞s ❛s
❛ p✲❢♦r♠ t♦ ❛❧❧ ♦❢ X˜✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♣♦❧❡s ✭❧♦❣✲♣♦❧❡s✮ ❛❧♦♥❣ E✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧
✐t ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❛✈♦✐❞ t❤❡s❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♣♦❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ r❡s✉❧ts
❢♦r ✈❛r✐❡t✐❡s ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s✳
■❢ p = dim(X) ♦r p = 0 t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t② ✇✐t❤
r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❋♦r p = 1✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✇❛s ♣r♦✈❡♥ ❜② ●r❛❢✲❑♦✈á❝s ❬●❑✶✹❪ ❢♦r ❞✉ ❇♦✐s
s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❋♦r p = 2✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡s✉❧t ❜② ◆❛♠✐❦❛✇❛ ❬◆❛♠✵✶❜❪✱ ✇❤♦ ✇♦r❦s ♦♥ ✈❛r✐❡t✐❡s
✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ Q✲●♦r❡♥st❡✐♥ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❋♦r ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡s ♦❢ p✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦✈❡♥ ❜② ✈❛♥ ❙tr❛❛t❡♥✲❙t❡❡♥❜r✐♥❦ ❬❙❙✽✺❪ ❢♦r ✈❛r✐❡t✐❡s ✇✐t❤ ✐s♦❧❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ❜②
●r❡❜✲❑❡❜❡❦✉s✲❑♦✈á❝s✲P❡t❡r♥❡❧❧ ❬●❑❑P✶✶❪ ❢♦r ❦❧t✲♣❛✐rs✳
❘❡♠❛r❦✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣❛♣❡rs t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t η∗(σ) ❡①t❡♥❞s t♦ E ✇✐t❤♦✉t ♣♦❧❡s✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡ ❝❛❧❧ ❛ r❡s✉❧t ❧✐❦❡ t❤✐s ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠✳
◆♦t❛t✐♦♥✳ ■❢ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛r✐❡t② X
✭❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r 0 ≤ p ≤ dim(X)✮ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s tr✉❡ ❢♦r ✭p✲❢♦r♠s
♦♥✮ X✳
❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❜♦✈❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠✱
✇❤✐❝❤ ✉s❡s r❡✢❡①✐✈❡ s❤❡❛✈❡s✳
✐✐✐
✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✐✈
❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡✢❡①✐✈❡ s❤❡❛✈❡s✳ ❆s ❬●❑❑P✶✶❪ s❤♦✇ ✐♥ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ 1.3 t❤❡ ❊①✲
t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✭✐♥ ♦✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✮ ✐s tr✉❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ η∗(Ω
p
X˜
) ✐s ❛ r❡✢❡①✐✈❡ s❤❡❛❢
❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ p ≤ n✳ ■❢ F ✐s ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❢r❡❡ s❤❡❛❢ ♦♥ X˜ t❤❡♥ η∗F ♠✐❣❤t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡
r❡✢❡①✐✈❡✳ ❙✐♥❝❡ codimX(η(E)) ≥ 2✱ t❤❡ s❤❡❛❢ η∗F ✐s r❡✢❡①✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛♥② s❡❝t✐♦♥ ♦❢
(η∗F)|X\η(E) ❡①t❡♥❞s t♦ X✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ η∗F ✐s r❡✢❡①✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛♥② s❡❝t✐♦♥ ♦❢ F
❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦♣❡♥ s❡t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ η−1(U)\E ❡①t❡♥❞s t♦ η−1(U)✳
❘❡♠❛r❦✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡✢❡①✐✈✐t② ♦❢ ❛ s❤❡❛❢ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♣r♦♣❡rt②✱ t❤✐s ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t ♣r♦✈✐♥❣
t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠
♠✐❣❤t ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ❢♦r ✈❛r✐❡t✐❡s ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ t♦
t❤✐s ❞❛② ♥♦ ❝♦✉♥t❡r ❡①❛♠♣❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s ❦❧t✲♣❛✐rs✱ ✇❤♦ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❣r❛♠✱ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ❛r❡ ❛♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❧❛ss ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s
✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳
▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ G ✈❛r✐❡t② ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
♥✉♠❜❡rs C✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t π : V → X := V/G✳ ❇② ❇♦✉t♦t ✇❡
❦♥♦✇ t❤❛t X ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭❬❇♦✉✽✼✱ ❈♦r✳❪✮✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❢♦r
❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ❛r❡ ●❡♦♠❡tr✐❝ ■♥✈❛r✐❛♥t ❚❤❡♦r② ✭●■❚✮✲q✉♦t✐❡♥ts ✭s❡❡ ❬▼❋❑✾✹❪✮✱ t❤❛t ❛r❡ ❛
✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❡①tr❛ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡
❡①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t X t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ dim(X) ≤ 4 ♦♥❡
❝❛♥ ❡①t❡♥❞ η∗(σ) ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r p✲❢♦r♠ t♦ ❛❧❧ ♦❢ X˜✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p✳
✵✳❇✳ ▼❛✐♥ r❡s✉❧ts
■♥ ❛❧❧ t❤❡ t❤❡♦r❡♠s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r X := V/G ✐s ❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t✱ ✇❤❡r❡ G ✐s ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡
❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ✐s ❛ s♠♦♦t❤ G✲✈❛r✐❡t② ♦✈❡r C✳ ❆ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② s❛②s
t❤❛t ❛ r❡✢❡①✐✈❡ p✲❢♦r♠ ♦♥ ❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ 4 ❧✐❢ts t♦ ❛
p✲❢♦r♠ ♦♥ ❛♥② ❧♦❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✶ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✹ ♦r ❧♦✇❡r✮✳ ▲❡t X :=
V/G ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ dim(X) = n ≤ 4✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s 0 ≤ p ≤ n ✇❡














❘❡♠❛r❦✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ❛♥❞ ❧♦❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❧♦❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
η✲❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ s❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳❆✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❘❡♠❛r❦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♦♥❧② ♥❡✇ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ❛♥❞ 4✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ✐s ♥♦r♠❛❧✱ ✐t
✐s s♠♦♦t❤ ✐❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ dim(X) ≤ 1✳ ❚❤❡♥ X˜ = X ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ η ✐s ❥✉st t❤❡
✐❞❡♥t✐t②✳ ■♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t X ❤❛s ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t
s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭s❡❡ ❬●✉r✾✶✱ ❈♦r✳ ✶❪✮✳ ▼♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞
t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳❈✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✶ ❜② ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡s p ∈ {1, 2} ❛♥❞ p = (n− 1) s❡♣❛r❛t❡❧②✳
■t ✐s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧ts✿
✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✈
❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ 1✲ ❛♥❞ 2✲❢♦r♠s ♦♥ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts✮✳ ▲❡t X := V/G ❜❡ ❛ ❣♦♦❞













❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷ ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❧✐❡s ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✶ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❡♥s✉r❡s t❤❛t
✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4 ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r p = 3✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s
❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳
❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ (n − 1)✲❢♦r♠s ♦♥ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts✮✳ ▲❡t X := V/G ❜❡ ❛ ❣♦♦❞







r❡✢❡①✐✈❡ (n − 1)✲❢♦r♠ ♦♥ X✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ r❡✢❡①✐✈❡







❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✶ t♦ ✵✳✸ ❤♦❧❞ ❢♦r ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❤❡♥ X ✐s ❛ ●■❚✲
q✉♦t✐❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ❛r❡ ❧♦❝❛❧ ♦♥ X✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r
✹✳❇ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡s❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ✇❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ V ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t② ✭♦r V ✐s ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝t✐♦♥ ♦❢ G✮ ❛♥❞
X ✐s t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✳ ❚❤❡s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤✐s
t❤❡s✐s s✐♥❝❡ t❤❡② ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✉s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts s✉❝❤ ❛s ▲✉♥❛✬s ❙❧✐❝❡
❚❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✸✳❉✮✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❑✐r✇❛♥ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r
✽✮ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ t②♣❡s ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✻✳❆✮ ♦❢ ❛
❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠s ✵✳✶ t♦ ✵✳✸ ♦♥❧② ✇♦r❦ ❢♦r ♦✉r
♣r❡❝✐s❡ s❡t✲✉♣ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ✈❛r✐❡t✐❡s ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✉s✐♥❣ t❤✐s s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥s✐❣❤t✳
✵✳❈✳ ❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ st✉❞② t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s t♦
❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ❜② st✉❞②✐♥❣ ❍♦❞❣❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❜② ✉s✐♥❣ ❛
r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚♦ ❛rr✐✈❡ ❛t ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✶ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✉s❡ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r ♣❛rts✳
■♥ P❛rt ■ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts t❤❛t ✇✐❧❧ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡
♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✳ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❝♦✈❡rs t❤❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✳
❆❢t❡r ✇❡ ♠♦t✐✈❛t❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ✇❡ ❞✐s❝✉ss r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧
s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❛♥❞ ✸ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ❛❜♦✉t ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ❛♥❞
●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts✳ ❆❢t❡r ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ❛♥❞ ✭❛✣♥❡
♦r ♣r♦❥❡❝t✐✈❡✮ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t
❡✈❡r② ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t ❝❛♥ ❧♦❝❛❧❧② ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✳ ❯s✐♥❣ ▲✉♥❛✬s ❙❧✐❝❡
❚❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❬▲✉♥✼✸❪✮ ✇❡ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t
❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ❜② ❡①❛♠❡♥✐♥❣ ❛ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ❜② ❛ r❡❞✉❝t✐❡ ❣r♦✉♣ ✐♥st❡❞✳
❚❤❡♥ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ▲✉♥❛✲❘✐❝❤❛r❞♦♥ ✭s❡❡ ❬▲❘✼✾❪✮ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
✈❛r✐❡t✐❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❡♠♣t② st❛♣❧❡ ❧♦❝✉s✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ❧❛t❡r ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❑✐r✇❛♥ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✽✮✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s✳ ❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✉❧❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ♦♥ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t✐❡s
✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✈✐
❛♥❞ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❢♦r♠s ♦♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ❆❢t❡r t❤✐s ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ❢♦r ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts t♦ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ♦r ❛
✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❧❛t❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✉s❡s ▲✉♥❛✬s ❙❧✐❝❡ ❚❤❡♦r❡♠✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦♦❢
s♦♠❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✺ ✇❡ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❍♦❞❣❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♠❡t❤♦❞s
❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❝✉tt✐♥❣ ❞♦✇♥ ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ✇✐t❤ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t②
t❤❛t ✐s st✐❧❧ ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✳
P❛rt ■■ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
2✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ❤❛✈❡ ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭s❡❡ ❬●✉r✾✶✱ ❈♦r✳ ✶❪✮
❛♥❞ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝✉tt✐♥❣✲❞♦✇♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬●❑❑P✶✶✱ ❈❤✳ ✾✳❈❪ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❣♦♦❞
q✉♦t✐❡♥ts ❤❛✈❡ ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥
❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ✐♥ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❍♦❞❣❡✲t❤❡♦r❡t✐❝
♠❡t❤♦❞s t♦ ♣r♦♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✶ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r
✼ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ◆❛♠✐❦❛✇❛ ❬◆❛♠✵✶❜✱ Pr♦♣✳ ✸❪✳ ❚❤✐s ♣r♦♦❢ ❛❧s♦ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡
❍♦❞❣❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳
■♥ P❛rt ■■■ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❑✐r✲
✇❛♥ ✇✐t❤ ❛ r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✾✳❇✮✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✽ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❑✐r✇❛♥ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❜② ▲✉♥❛✲❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❬▲❘✼✾❪ ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲
q✉♦t✐❡♥t X ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ❜② ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❤❛s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ X := V/G s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❑✐r✇❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ X ✭♦r V r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s♣❧✐t ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛s✐❡r t♦ ❛♥❛❧②s❡ ♠♦r♣❤✐s♠s✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✾ ✇❡ ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛✐rs ♦❢ ❣♦♦❞
q✉♦t✐❡♥ts ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ✐t t♦ ❡✈❡r② st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❡
t❤❡♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❛t ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ ❤♦❧❞s t♦ ❜❡ tr✉❡
✐♥ ❡✈❡r② st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❑✐r✇❛♥ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛♥ ❊①t❡♥s✐♦♥
❚❤❡♦r❡♠ ✐♥ ♦♥❡ ❑✐r✇❛♥ st❡♣ ♦♥❧②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✵ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡
t♦ t❤✐s s✐♥❣❧❡ ❑✐r✇❛♥ st❡♣ t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸✳
■♥ P❛rt ■❱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦r♦❧❧❛r✐❡s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸
❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ r❡s✉❧t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢❡❝t ❚❤❡✲
♦r❡♠ ✵✳✶ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s tr✉❡ ❢♦r ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ✐♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts
❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❛❞✈✐s♦r Pr♦❢✳ ❉r✳ ❉❛♥✐❡❧ ●r❡❜ ❢♦r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♠❡
t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡ ✇❡❡❦❧② ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡
t♦♣✐❝ ✇❡r❡ ❡q✉❛❧❧② ✐♥s♣✐r✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ t♦ ♠❛❦❡ ❣r❡❛t ♣r♦❣r❡ss ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs✳
■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❙t❡❢❛♥ ❑❡❜❡❦✉s ❢♦r ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲t✐♠❡❞ ❞✐s❝✉s✲
s✐♦♥ ✐♥ ❋r❡✐❜✉r❣✱ t❤❛t r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳
■ ❛♠ ❛❧s♦ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ♠② ❝♦❧❧❡❣❡s ❛♥❞ ❢r✐❡♥❞s ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❉✉✐s❜✉r❣✲❊ss❡♥ ❛♥❞ t❤❡
❘✉❤r✲❯♥✐✈❡rs✐tät ❇♦❝❤✉♠✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s ❣♦❡s t♦ ▲❛✉r❛ ❛♥❞ ❈❤✐❛r❛✱ ✇❤♦ ♠❛❞❡ ♠❡ ❢❡❡❧
✇❡❧❝♦♠❡ ✐♥ ❊ss❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t♦ ▲❡♦✱ ✇❤♦ ✇❛s ❛❧✇❛②s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❛♥❞ ❣❛✈❡ ❣r❡❛t
s♣✐r✐t✉❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt✳
■t ✐s ❛ ❣r❡❛t ♣❧❡❛s✉r❡ ❢♦r ♠❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ❢r✐❡♥❞s ✇❤♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ♠❡ ♣❡rs♦♥✲





❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ♣r♦✈❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ❢♦r ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t✐❡s
❜② r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡s❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ❛r❡ s✐♥❣✉❧❛r ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡♠ r❡q✉✐r❡s
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ♦♥ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ❚❤✐s
✜rst ♣❛rt ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ♣r❡s❡♥t ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧ts t❤❛t
✇✐❧❧ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ♦✉r ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠s✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛ ✈❛r✐❡t② ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ s❡♣❛r❛t❡❞ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ t②♣❡ ♦✈❡r C✳ ❱❛r✐❡t✐❡s
❛r❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✳ ❆ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ✈❛r✐❡t② ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Cn ❢♦r
s♦♠❡ n ∈ N✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳
✶✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s✱ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s✱ ♣r❡s❡♥t ✉s❡❢✉❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s
❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r ♦♥ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜rst t♦♣✐❝ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
❬●❑❑P✶✶❪✱ t❤❡ ❧❛st t✇♦ t♦♣✐❝s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❑▼✾✽❪✳
✶✳❆✳ ❑ä❤❧❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ❛♥❞ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ♦♥ ✈❛r✐❡t✐❡s ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❯s✉❛❧❧② ❜② t❤❛t ♦♥❡
♠❡❛♥s ✭❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝✮ ❑ä❤❧❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ D ❛ r❡✲


























OX ✭s❡❡ ❬●❑❑P✶✶✱ ❈❤✳ ✷✳❆❪✮✳ ▼♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬■✐t✽✷✱ ❈❤✳ ✶✶❝❪✳
❖♥ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t✐❡s t❤❡ ❑ä❤❧❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ❛r❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡✳ ❖♥ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛✲
r✐❡t✐❡s ❤♦✇❡✈❡r ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❑ä❤❧❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ✐s ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❢❛❝ts ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ❑ä❤❧❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ♦♥ s✐♥❣✉❧❛r
✈❛r✐❡t✐❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ✇❡ ✉s❡ ✐♥st❡❛❞✳
❆❧❣❡❜r❛✐❝ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✿ ❖♥ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t✐❡s t❤❡ s❤❡❛❢ ♦❢ ❑ä❤❧❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ✐s ❧♦✲
❝❛❧❧② ❢r❡❡✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛r✐❡t②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s❤❡❛❢ ΩpX ✐s ♥♦t ❧♦❝❛❧❧② ❢r❡❡ ❛♥❞ ♠✐❣❤t
❤❛✈❡ ❜♦t❤ t♦rs✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✲t♦rs✐♦♥✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡✢❡①✐✈❡
❤✉❧❧ ♦❢ ΩpX ✐♥st❡❛❞✳
●❡♦♠❡tr✐❝ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✿ ❖♥ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t✐❡s ❛ ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❑ä❤❧❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s
✐s t❤❡✐r ♣❛✐r✐♥❣ ✇✐t❤ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛r✐❡t②✳ ❚❤❡♥ ♥❡❛r ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t
x ∈ X ❛ ❑ä❤❧❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❛ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧
❣❡♦♠❡tr✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s t❤❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s♠♦♦t❤
❧♦❝✉s ♦❢ X ✐♥st❡❛❞✳
❚❤❡s❡ t✇♦ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠
♦♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t②✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ✭❘❡✢❡①✐✈❡ ✭❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝✮ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ❬●❑❑P✶✶✱ ◆♦t✳ ✷✳✶✻❪✮✳ ▲❡t X
❜❡ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ D ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❞✐✈✐s♦r ♦♥ X✳ ❋♦r 0 ≤ p ≤ dim(X)✱ ❧❡t ΩpX ❛♥❞
✶




















))∨∨✱ ✇❤❡r❡ ( · )∨∨ ✐s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✉❛❧✱ ❛r❡
❝❛❧❧❡❞ s❤❡❛❢ ♦❢ r❡✢❡①✐✈❡ p✲❢♦r♠s ❛♥❞ s❤❡❛❢ ♦❢ r❡✢❡①✐✈❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ p✲❢♦r♠s ♦♥ X✳
❘❡♠❛r❦✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ r❡✢❡①✐✈❡ s❤❡❛✈❡s t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❬●❑❑P✶✶✱ ❈❤✳ ✷❉❪✳
■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠❛❦❡ t✇♦ r❡♠❛r❦s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❢♦r♠s ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❛t✉r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛❜♦✈❡✳






❛r❡ r❡✢❡①✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦rs✐♦♥✲
❢r❡❡✳
✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❛✐r (X,D) ❛♥❞ ✐ts r❡❣✉❧❛r ♣❛rt U := (X,D)sm ✭s❡❡ ❬●❑❑P✶✶✱ ❉❡❢✳ ✷✳✷✱ ✷✳✹❪✮✳











✭s❡❡ ❬●❑❑P✶✶✱ ◆♦t✳ ✷✳✶✻❪✮✳
✸✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t②✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡♠❛r❦ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ♦♥ X t❤❡ r❡✢❡①✲
✐✈❡ ✭❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝✮ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✭❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝✮ ❑ä❤❧❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❢♦r♠s✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷ ✭❘❡✢❡①✐✈❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s✮✳ ▲❡t Ψ : X → T ❜❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠
❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t② X t♦ ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t② T ✳ ❋♦r 0 ≤ p ≤ dim(X)✱ ❧❡t ΩpX/T ❜❡ t❤❡ s❤❡❛❢ ♦❢




t❤❡ s❤❡❛❢ ♦❢ r❡✢❡①✐✈❡ r❡❧❛t✐✈❡ p✲❢♦r♠s ♦♥ X✳
❆❧t❤♦✉❣❤ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s s♦❧✈❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❑ä❤❧❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❢♦r♠s ♦♥ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t✐❡s✱ t❤❡✐r ❞♦✇♥s✐❞❡ ✐s t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳
❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❣r❡❛t❡r ❞❡t❛✐❧ ✇❡ ✜rst ❧✐❦❡ t♦ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
✶✳❇✳ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸ ✭❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ❬❑▼✾✽✱ ◆♦t✳ ✵✹✳✭✾✮❪✮✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ✈❛r✐❡t②✳ ❆ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ X ✐s
❛ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❜✐r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦r♣❤✐s♠ η : X˜ → X s✉❝❤ t❤❛t X˜ ✐s s♠♦♦t❤✳ ❇② ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥
✇❡ ✇✐❧❧ s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧ X˜ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ X✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st
❤♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❤❛✈❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❧♦❝✉s✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹ ✭▲♦❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❬●❑❑P✶✶✱ ❉❡❢✳ ✷✳✶✷❪✮✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ✈❛r✐❡t②✳ ❆ ❧♦❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✐s ❛ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❜✐r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦r♣❤✐s♠ η : X˜ → X s✉❝❤ t❤❛t
✭✶✳✹✳✶✮ t❤❡ ✈❛r✐❡t② X˜ ✐s s♠♦♦t❤✱
✭✶✳✹✳✷✮ t❤❡ η✲❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ s❡t exc(η) ✐s ❛ ❞✐✈✐s♦r ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❝r♦ss✐♥❣ ✭s♥❝✮✳
❲❡ ❝❛❧❧ η : X˜ → X ❛ str♦♥❣ ❧♦❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✿
✭✶✳✹✳✸✮ ❚❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ η|η−1(Xsm) : η
−1(Xsm)→ Xsm ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳
❘❡♠❛r❦✳ ❇② ❍✐r♦♥❛❦❛✬s ❚❤❡♦r❡♠ ✭❝✳❢✳ ❬❑▼✾✽✱ ♣♣✳ ✸✲✹❪✮ ✭str♦♥❣✮ ❧♦❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st ✐♥
♦✉r s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ s♥❝ ❞✐✈✐s♦r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❑▼✾✽✱ ✵✳✹✳✭✽✮❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
η✲❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ s❡t ✐s ❛ ❞✐✈✐s♦r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧ ✐t η✲❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❞✐✈✐s♦r✳
✶ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s✱ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✸
✶✳❈✳ P✉❧❧✲❜❛❝❦ ♦❢ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s
❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❛r✐s❡s ✇❤❡♥ ♣✉❧❧✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠✱ ✇❡ ❧✐❦❡
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥✿
▲❡t X ❜❡ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t x ∈ X ❛♥❞ η : X˜ → X ❛ str♦♥❣
❧♦❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t E ✐s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ s♥❝ ❞✐✈✐s♦r ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt supp(E) = η−1(x)✳






✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ❞❡✜♥❡❞
♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t x ∈ X✳ ❖✈❡r X\{x} ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ str♦♥❣ ❧♦❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ η ✐s ❛♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ η∗(σ)
|X˜\E
✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❑ä❤❧❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ♦♥ X˜\E
❜✉t t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ η∗(σ) t♦ ❛❧❧ ♦❢ X˜ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ♣♦❧❡s ❛❧♦♥❣ E✳ ❆ ❝♦♥❝r❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡
η∗(σ) ❤❛s ❛ ♣♦❧❡ ❛❧♦♥❣ E ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬●❑❑✶✵✱ ❊①✳ ✻✳✸❪✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❡ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦
♦❢ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ♦♥ X ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ♦♥ X˜✳
■♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❡t✲✉♣ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♣♦❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ s❡t
♦❢ ❛ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ ♦❢ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ ❢♦r♠ t♦ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s
♦❢ X t❤❡s❡ ♣♦❧❡s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②s❡❞✳
✶✳❉✳ ❘❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺ ✭❘❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❬❑▼✾✽✱ ❉❡❢✳ ✺✳✽❪✮✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t②✳ ❲❡
s❛② t❤❛t X ❤❛s r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣r♦♣❡r ❜✐r❛t✐♦♥❛❧ ♠❛♣ f : Y → X
❢r♦♠ ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t② Y ✱ s✉❝❤ t❤❛t Rif∗OY = 0 ❢♦r i > 0✳
❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✻✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❝♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ x2 + y2 + z2 = 0✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✼ ✭❬❑▼✾✽✱ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✷❪✮✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❛♥❞ f : Y →
X ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ X✳ ❚❤❡♥ X ❤❛s r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ X ✐s
❈♦❤❡♥✲▼❛❝❛✉❧❛② ✭❈▼✮ ❛♥❞ f∗ΩnY = Ω
[n]
X ✳
Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❬❑▼✾✽✱ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✷❪✳ 
■❢ X ❤❛s r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧ts✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✽ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ 0 ❛♥❞ n✲❢♦r♠s✮✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♥♦r♠❛❧ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❡t②














Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ X ❤❛s r❛t✐♦♥❛❧ r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ η∗ΩnX˜ = Ω
[n]
X ✭s❡❡
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✼✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t η∗ΩnX˜ ✐s ❛ r❡✢❡①✐✈❡ s❤❡❛❢ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦✲
r❡♠ ❢♦r r❡✢❡①✐✈❡ n✲❢♦r♠s ♦♥ X ✐s tr✉❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ X ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t η∗OX˜ = OX ✱
t❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r r❡✢❡①✐✈❡ 0✲❢♦r♠s ♦♥ X✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✾ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ❧♦❣✲♣♦❧❡s ❬●❑✶✹✱ ❚❤♠✳ ✹✳✶❪✮✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♥♦r♠❛❧ n✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ❧❡t η : X˜ → X ❜❡ ❛ ❧♦❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤






❜❡ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ p✲❢♦r♠ ♦♥ X✱ ❢♦r









❲❡ s❛② t❤❛t η∗(σ) ❤❛s ❧♦❣✲♣♦❧❡s ❛❧♦♥❣ E✳
✷ ❘❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ G✲✈❛r✐❡t✐❡s ✹
Pr♦♦❢✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ S ✐♥ ❬❑♦✈✾✾❪ t❤❡ ✈❛r✐❡t② X ✐s ❉✉ ❇♦✐s✳ ❚❤✉s t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
❬●❑✶✹✱ ❚❤♠✳ ✹✳✶❪✳ 
✷✳ ❘❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ G✲✈❛r✐❡t✐❡s
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❛r❡ ❛♥❛❧②s✐♥❣ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ❢♦r q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t✐❡s ❜②
r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤ t♦ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✉s❡ ❝❡rt❛✐♥ r❡s✉❧ts s✉❝❤
❛s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❑✐r✇❛♥ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✽✮ ♦r ▲✉♥❛✬s ❙❧✐❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r
✸✳❉✳✶✮✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❞✉❝t✐✈❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ q✉♦t✐❡♥ts ✇❡ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❞✐s❝✉ss ✭❧✐♥❡❛r✮ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣s
❛♥❞ ❣✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①❛♠♣❧❡s✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✭✭❆✣♥❡✮ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣ ❬❉♦❧✵✸✱ ❈❤✳ ✸✳✸❪✱ ❬❙♣r✽✶✱ ❉❡❢✳ ✷✳✶✳✶❪✮✳ ❆♥ ✭❛✣♥❡✮
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣ G ✐s ❛♥ ✭❛✣♥❡✮ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ ❛ ❣r♦✉♣ str✉❝t✉r❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❛♣ ι : G → G ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ µ : G × G → G ❛r❡ ♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❛r✐❡t✐❡s✳
❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ❛✣♥❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣s ❛r❡ GLn := GL(n,C) ✭s❡❡
❬❙♣r✽✶✱ ❊①✳ ✷✳✶✳✸✳✭✸✮❪ ❛♥❞ (C∗)m = (GL1)m ❢♦r n, m ∈ N✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣s✳
❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✸✳ ▲❡t G ❜❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣✳ ▲❡t H ⊂ G ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G ❛♥❞
i : H →֒ G t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠❛♣✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣ str✉❝t✉r❡ ♦♥ H s✉❝❤
t❤❛t i ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ✭s❡❡ ❬❙♣r✽✶✱ ✷✳✶✳✷✳✭✸✮❪✮✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✭▲✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣ ❬❙♣r✽✶✱ ❊①✳ ✷✳✶✳✸✳✭✹✮❪✮✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣
✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ GLn✱ ❢♦r s♦♠❡ n ∈ N✳
❘❡♠❛r❦ ✭❬❉♦❧✵✸✱ ♣✳ ✸✼❪✮✳ ❚❤❡ ❛✣♥❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣s ❢♦r♠ ❛ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❧♦s❡❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥② ❛✣♥❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣ ✐♥t♦ GLn✱ ❢♦r s♦♠❡ n ∈ N✳
❚❤✉s✱ ❡✈❡r② ❛✣♥❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣✳
❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✺✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s✉❜❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❣r♦✉♣ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣
G ❡①✐st ❛s ✇❡❧❧✳
✶✳ ▲❡t H ⊂ G ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G ❛♥❞ i : H →֒ G t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠❛♣✳ ❲✐t❤
t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✸✱ H ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✉❜❣r♦✉♣ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
H →֒ G→ GLn
♠❛❦❡s H ✐♥t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣✳
✷✳ ▲❡t H ⊂ G ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ♥♦r♠❛❧ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ q✉♦t✐❡♥t G/H ✐s
❛♥ ❛✣♥❡ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❣r♦✉♣ str✉❝t✉r❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❧✐♥❡❛r
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ G→ G/H ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ✭s❡❡
❬❙♣r✽✶✱ Pr♦♣✳ ✺✳✷✳✺❪✮✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻ ✭G✲✈❛r✐❡t② ❬❉♦❧✵✸✱ ♣✳ ✸✼❪✱ ❬❑r❛✽✹✱ ❉❡❢✳ ✷✳✶❪✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❣r♦✉♣ t❤❛t ❛❝ts ♦♥ ❛ ✈❛r✐❡t② V ✈✐❛ ρ : G × V → V ✭✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣
❛❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡♥ V ✐s ❝❛❧❧❡❞ G✲✈❛r✐❡t② ✐❢ ρ ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ■❢ g ∈ G ❛♥❞ v ∈ V ✱
✇❡ ✇✐❧❧ s♦♠❡t✐♠❡s ✉s❡ t❤❡ s❤♦rt ♥♦t❛t✐♦♥ g.v := ρ(g, v)✳
✸ ●♦♦❞✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ✺
❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✼ ✭▲✐♥❡❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❬❑r❛✽✹✱ ❈❤✳ ✷✳✸❪✮✳ ▲❡t V ❜❡ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ❛♥❞ G ❛
❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ̺ : G→ GL(V ) ♦♥ V ✳ ❚❤❡♥ ̺ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛
G✲❛❝t✐♦♥ ρ : G× V → V ♦♥ V ✇✐t❤ ρ(g, v) := ̺(g) · v t❤❛t ♠❛❦❡s V ✐♥t♦ ❛ G✲✈❛r✐❡t②✳ ❲❡
❝❛❧❧ s✉❝❤ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ❧✐♥❡❛r ❛❝t✐♦♥ ♦❢ G ♦♥ V ✳
❘❡♠❛r❦ ✭❬❑r❛✽✹✱ ❈❤✳ ✷✳✹❪✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛♥ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t②✳
❚❤❡♥ t❤❡ G✲❛❝t✐♦♥ ρ : G× V → V ♦♥ V ✐♥❞✉❝❡s ❛ G✲❛❝t✐♦♥ ρ′ : G× C[V ] → C[V ] ♦♥ t❤❡
❛✣♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r✐♥❣ ✈✐❛
ρ′(g, f)(v) = f(ρ(g−1, v)✱ ❢♦r v ∈ V.
❆ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ ✈❛r✐❡t② V ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣
G ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉❜✲❛❧❣❡❜r❛ C[V ]G ⊂ C[V ] ♦❢ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦♥ V ✳ ❲❡ ✇❛♥t
t❤❡ q✉♦t✐❡♥t t♦ ❜❡ t❤❡ ❛✣♥❡ ✈❛r✐❡t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ C[V ]G✳ ❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t
C[V ]G ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞ C✲❛❧❣❡❜r❛✮
❛♥❞ ✜♥✐t❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣❡rt② ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ❛♥❞
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t tr✉❡✳ ❋♦r ❛ ♥♦♥✲r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ G ❛ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ◆❛❣❛t❛
❛♥❞ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❉♦❧✵✸✱ ❈❤✳ ✹✳✺❪✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦
r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t C[V ]G ✐s ✜♥✐t❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❉♦❧✵✸✱ ❈❤✳ ✸✳✹❪✳
✭✷✳✽✳✶✮ ❆ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣ T t❤❛t ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ (C∗)m✱ ❢♦r s♦♠❡ m ∈ N✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞
✭❛❧❣❡❜r❛✐❝✮ t♦r✉s✳
✭✷✳✽✳✷✮ ❊❛❝❤ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣ G ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s♦❧✈❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ s✉❜✲
❣r♦✉♣ ❝❛❧❧❡❞ r❛❞✐❝❛❧✳
✭✷✳✽✳✸✮ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ G ✐s ❝❛❧❧❡❞ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ✐❢ G ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✐ts r❛❞✐❝❛❧ ✐s tr✐✈✐❛❧✳
✭✷✳✽✳✹✮ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ G ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡❞✉❝t✐✈❡ ✐❢ ✐ts r❛❞✐❝❛❧ ✐s ❛ t♦r✉s✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾ ✭▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❬❉♦❧✵✸✱ ❈❤✳ ✸✳✹❪✮✳ ❆ ❧✐♥❡❛r
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣ G ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝t✐✈❡ ✐❢ ❢♦r ❛♥② r❛t✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ̺ :
G → GL(V ) ✭s❡❡ ❬❉♦❧✵✸✱ ♣✳ ✸✼❪✮ ❛♥❞ ❛♥② ♥♦♥✲③❡r♦ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t ✈❡❝t♦r v ∈ V ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r
s♣❛❝❡ V t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s G✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ♦♥ V s✉❝❤ t❤❛t f(v) 6= 0✳
❚❤❡ ❣r♦✉♣ G ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❧✐♥❡❛r r❡❞✉❝t✐✈❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✇✐t❤ t❤❛t ♣r♦♣❡rt②✳
❘❡♠❛r❦✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇♦r❦ ♦✈❡r ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ③❡r♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ❧✐♥❡❛r r❡❞✉❝t✐✈❡✱
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭s❡❡ ❬❉♦❧✵✸✱ ❈❤✳ ✸✳✹❪✮✳
❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✵✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❑r❛✽✹✱ ❈❤✳ ✸✳✶❪ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♣❧❛②
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳❉✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❡✈❡r② t♦r✉s ✭❡✳❣✳
(C∗)m✱ ❢♦r m ∈ N✮ ❛♥❞ ❡✈❡r② s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❣r♦✉♣ ✭❡✳❣✳ SLn✱ ❢♦r n ∈ N✮ ❛r❡ r❡❞✉❝t✐✈❡✳ ❖t❤❡r
✐♠♣♦rt❛♥t ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ✜♥✐t❡ ❣r♦✉♣s✱ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢
❣r♦✉♣s ❛♥❞ GLn✱ ❢♦r n ∈ N✳
✸✳ ●♦♦❞✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ▼✉♠❢♦r❞s✬ ●❡♦♠❡tr✐❝ ■♥✈❛r✐❛♥t
❚❤❡♦r②✱ ❬▼❋❑✾✹❪✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❛✣♥❡ ❝❛s❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❑r❛✽✹❪✳ ❖✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝❛s❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❉♦❧✵✸❪✳ ❆❢t❡r t❤❡s❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥s ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ♦❢ Cn ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ r❡❞✉❝❡ t♦ t❤✐s ❝❛s❡✳
❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡
t❤❡ st❛❜❧❡ ❧♦❝✉s ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t②✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❝❤❛♣t❡r G ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡
❣r♦✉♣✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ q✉♦t✐❡♥ts✳
✸ ●♦♦❞✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ✻
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✭●♦♦❞ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ q✉♦t✐❡♥t ❬❙❡s✼✷✱ ❉❡❢✳ ✶✳✺✱ ❉❡❢✳ ✶✳✻❪✱ ❬❇❇➅✾✼✱ ♣✳ ✶✹✸❪✮✳
▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ G✲✈❛r✐❡t②✳ ❆ ♠♦r♣❤✐s♠ π : V → X✱ ✇❤❡r❡ X ✐s
❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♣❛❝❡✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t ✭♦❢ V ❜② ✭t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢✮ G✮ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✿
✭✸✳✶✳✶✮ π ✐s G✲✐♥✈❛r✐❛♥t✱
✭✸✳✶✳✷✮ π ✐s ❛✣♥❡✱
✭✸✳✶✳✸✮ OX ∼= π∗(OGV )✳
■t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ q✉♦t✐❡♥t ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✿
✭✸✳✶✳✹✮ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t x ∈ X✱ t❤❡ ✜❜❡r π−1(x) ✐s ❛ G✲♦r❜✐t✳
❇② ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛❧❧ X ❣♦♦❞ ♦r ❣❡♦♠❡tr✐❝ q✉♦t✐❡♥t ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ X = V/G
♦r X = V/G r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❘❡♠❛r❦ ✭Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ q✉♦t✐❡♥ts ❬❇❇➅✾✼✱ ❈❤✳ ✶❪✮✳ ❘❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ❬❇❇➅✾✼✱
❈❤✳ ✶❪ t❤❛t ❛ s✉❜s❡tW ⊂ V ✐s ❝❛❧❧❡❞ G✲s❛t✉r❛t❡❞ ✭✐♥ V ✮✱ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ v ∈W t❤❡ ❝❧♦s✉r❡s ♦❢ t❤❡
♦r❜✐t G(v) ✐♥ V ❛♥❞ W ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t X ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿
✶✳ ▲❡t W ⊂ V ❜❡ ♦♣❡♥ ❛♥❞ G✲s❛t✉r❛t❡❞ ✐♥ V ✳ ❚❤❡♥ π(W ) ⊂ X ✐s ♦♣❡♥ ✐♥ X ❛♥❞
π|W : W → π(U) ✐s ❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛♥② ✭♦♣❡♥✮ s✉❜✲✈❛r✐❡t② U ⊂ X
t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ π−1(U) ✐s ❛ G✲s❛t✉r❛t❡❞ ✭♦♣❡♥✮ s✉❜s❡t ♦❢ V ✳
✷✳ ▲❡t W1✱ W2 ⊂ V ❜❡ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t✱ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s❡ts ♦❢ V ✳ ❚❤❡♥ t❤❡
✐♠❛❣❡s π(W1) ❛♥❞ π(W2) ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✐♥ X✳
❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣❡rt② ✐s t❤❛t ❡✈❡r② ✜❜❡r ♦❢ π ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝❧♦s❡❞
G✲♦r❜✐t✳ ■♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ X ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ q✉♦t✐❡♥t✱ t❤✐s G✲♦r❜✐t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤
t❤❡ ✜❜❡r ♦❢ π✳
✸✳❆✳ ❆✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts
❲❤❡♥ V ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t② t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡
●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✳ ■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢s ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ t♦ t❤✐s ❝❛s❡✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✭❆✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ❬❑r❛✽✹✱ ■■✳✸✳✷❪✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛♥
❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r✐♥❣ ♦❢ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s C[V ]G ✐s ❛ ✜♥✐t❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞
❛❧❣❡❜r❛✳ ❲❡ ❝❛❧❧ V/G := spec(C[V ]G) t❤❡ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ♦❢ V ❜② G✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ π : V → V/G ✐s ❝❛❧❧❡❞ q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣✳
❘❡♠❛r❦✳ ❚❤❡ q✉♦t✐❡♥t V/G ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ q✉♦t✐❡♥t✱ ❜✉t ✐s ❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t
✭t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❑r❛✽✹✱ ■■✳✸✳✷❪✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣
✐s ❛✣♥❡ ❛♥❞ s✉r❥❡❝t✐✈❡✳
❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❧❡♠♠❛✳
▲❡♠♠❛ ✸✳✸ ✭❘❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛
G✲✈❛r✐❡t② ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t X := V/G✳ ❚❤❡♥ X ❝❛♥ ❧♦❝❛❧❧② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛♥
❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✳
Pr♦♦❢✳ ▲❡t x ∈ X ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ X ❛♥❞ π : V → X t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❛ss❡rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛r❦ t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞
❛♥ ❛✣♥❡ ♦♣❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ U ⊂ X ♦❢ x✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ W := π−1(U) ⊂ V
✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ♦♣❡♥ G✲s❛t✉r❛t❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ V ✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ q✉♦t✐❡♥t W/G = U ✐s ❛♥ ❛✣♥❡
●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✳ 
✸ ●♦♦❞✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ✼
❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ♠❛♥② t✐♠❡s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❞♦❡s ♥♦t
♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ✭t❤❡ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t
✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❝♦♥str✉❝t ✐s s♠♦♦t❤✮✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts✳
❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✹✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ G = C∗ ♦❢ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs
♦♥ t❤❡ 2✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡① s♣❛❝❡ V = C2 ✈✐❛ t.(z1, z2) := (t · z1, t−1 · z2)✳ ❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡
V = spec(A)✱ ✇❤❡r❡ A := C[Z1, Z2] ✐s t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r✐♥❣ ♦❢ V ✳ ❚❤❡ r✐♥❣ ♦❢ G ✐♥✈❛r✐❛♥t
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s AG = C[Z1 · Z2]✳ ❚❤✉s t❤❡ q✉♦t✐❡♥t X = V/G ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢
❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs C✳
✸✳❇✳ ❙❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❛♥❞ st❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ✈❛r✐❡t✐❡s
❲❤❡♥ V ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ G✲✈❛r✐❡t②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ ♦♣❡♥ s✉❜s❡ts ♦❢
✭s❡♠✐✲✮st❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts V s ⊂ V ss ⊂ V t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✳ ❚♦ ❣✐✈❡ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✭s❡♠✐✲✮st❛❜❧❡ ♣♦✐♥t ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✭G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ ❬❉♦❧✵✸✱ ❈❤✳ ✼✳✶❪✮✳ ▲❡t V ❜❡ ❛ G✲✈❛r✐❡t②
✭✇✐t❤ ❛ G✲❛❝t✐♦♥ ρ : G× V → V ✮ ❛♥❞ ❧❡t L ❜❡ ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦♥ V ✳ ❆ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ L












✭✸✳✺✳✷✮ t❤❡ ③❡r♦ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ L ✐s G✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳
❇② ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ L ❛s ❛ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦♥ V ✳
❘❡♠❛r❦ ✭❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ s❡❝t✐♦♥s ❬❉♦❧✵✸✱ ❈❤✳ ✼✳✸❪✮✳ ❚❤❡ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ρ
♦❢ L ✐♥❞✉❝❡s ❛ G✲❛❝t✐♦♥ ρ′ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ s❡❝t✐♦♥s H0(V, L) ♦❢ L✳ ❚❤✐s ❛❝t✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②
ρ′(g, s)(v) := ρ(g, s(ρ(g−1, v)))
❢♦r ❛❧❧ g ∈ G✱ s ∈ H0(V, L) ❛♥❞ v ∈ V ✳
❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✻✳ ▲❡t V ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t② ❛♥❞ L := V ×C t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡✳ ❚❤❡♥
❛ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ρ ♦❢ L ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ρ(g, (v, z)) := (ρ(g, v), z)✱ ✇❤❡r❡ g ∈ G✱ (v, z) ∈ V × C
❛♥❞ ρ : G×V → V ✐s t❤❡ G✲❛❝t✐♦♥ ♦♥ V ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❛s t❤❡ tr✐✈✐❛❧ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥
♦♥ V ✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼ ✭✭❙❡♠✐✲✮st❛❜❧❡ ♣♦✐♥t ❬❉♦❧✵✸✱ ❈❤✳ ✽✳✶❪✮✳ ▲❡t V ❜❡ ❛ G✲✈❛r✐❡t② ❛♥❞ L ❛
G✲❧✐♥❡❛r✐s❡❞ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦♥ V ✳
✭✸✳✼✳✶✮ ❆ ♣♦✐♥t v ∈ V ✐s ❝❛❧❧❡❞ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ L✮ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥t❡❣❡r
m ≥ 1 ❛♥❞ ❛ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t s❡❝t✐♦♥ s ∈ H0
(
V, L⊗m
)G✱ s✉❝❤ t❤❛t Us := {u ∈ V |
s(u) 6= 0} ⊂ V ✐s ❛✣♥❡ ❛♥❞ v ∈ Us✳
✭✸✳✼✳✷✮ ❆ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ♣♦✐♥t v ∈ V ss ✐s ❝❛❧❧❡❞ st❛❜❧❡ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ L✮ ✐❢ ❛❧❧ ♦r❜✐ts ♦❢ G
✐♥ Us ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐s❡r Gv ✐s ✜♥✐t❡✳
❘❡♠❛r❦✳ ◆♦t❡✱ t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ V s ❛♥❞ V ss ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✱ ✐❢ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ L ❜② ❛
♣♦s✐t✐✈❡ t❡♥s♦r ♣♦✇❡r ♦❢ L ✭s❡❡ ❬❉♦❧✵✸✱ ❘❡♠✳ ✽✳✶✳✹❪✮✳
✸ ●♦♦❞✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ✽
❘❡♠❛r❦✳ ■❢ V ✐s ❛✣♥❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ L := V × C ❛♥❞ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥




❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ G✲
✐♥✈❛r✐❛♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♥ V ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡G✲❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ s❡❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ G✲❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛✣♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r✐♥❣✮✳ ■❢ ❢♦r ❡✈❡r② v ∈ V ✇❡ ❝❤♦♦s❡ s t♦ ❜❡ t❤❡
s❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥st❛♥t ♥♦♥✲③❡r♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✇❡ ❣❡t V ss = V ✳
❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✽✳ ▲❡t V ❛♥❞ G ❜❡ ❛s ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✹✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥
♦♥ V ✇❡ ❣❡t V ss = V ✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤♦s❡ v ∈ V t❤❛t ❛r❡ st❛❜❧❡✳
❋✐rst ❧❡t ✉s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛①❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥ V s✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ 0 /∈ V s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐s❡r
G0 = G ♦❢ 0 ∈ V ✐s ♥♦t ✜♥✐t❡✳ ❆♥② ♦t❤❡r ✈❡❝t♦r v 6= 0 ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛①❡s ❤❛s ✜♥✐t❡
st❛❜✐❧✐s❡r Gv = {1} ⊂ C∗ ❜✉t ✐ts ♦r❜✐t G(v) ✐s ♥♦t ❝❧♦s❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t G(v)\G(v) = {0}✳
▲❡t v ∈ V ❜❡ ❛♥② ✈❡❝t♦r t❤❛t ✐s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛①❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐s❡r Gv
✐s tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❜✐t G(V ) ✐s ❝❧♦s❡❞✳ ❚❤✉s v ∈ V s✳
❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✳ ■♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥
❝♦♥str✉❝t t❤❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t V ss/G ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❲❡ ✜rst ❝♦✈❡r V ss ❜② ✜♥✐t❡❧②





❢♦r i ∈ I ✭I ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t✮ ❛♥❞ mi ≥ 1✳ ❚❤❡♥✱ ❣❧✉✐♥❣
t❤❡ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts Usi/G✱ ✇❡ ❣❡t ❛ q✉♦t✐❡♥t X := V
ss/G✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❉♦❧✵✸✱ ❚❤♠✳ ✽✳✶❪✳
❘❡♠❛r❦✳ ❚❤❡ q✉♦t✐❡♥t X := V ss/G ✐s ❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t ✇✐t❤ q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣ π : V ss → X✳
❚❤❡ s❡t V s ⊂ V ss ✐s ❛ s❛t✉r❛t❡❞ ♦♣❡♥ s✉❜s❡t ❛♥❞ V s/G ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ q✉♦t✐❡♥t ✭s❡❡ ❬❉♦❧✵✸✱
❚❤♠✳ ✽✳✶❪✮✳ ❲❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s✿
✶✳ ■❢ V ✐s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ L ✐s ❛♠♣❧❡✱ t❤❡♥ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t X ✐s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜②







✭s❡❡ ❬❉♦❧✵✸✱ Pr♦♣✳ ✽✳✶❪✮✳





t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦♥st❛♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♥ V ❛♥❞ Us = V ✳
❚❤✉s t❤❡ q✉♦t✐❡♥t X ✐s t❤❡ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✾ ✭Pr♦❥❡❝t✐✈❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡
G✲✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ ❛ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ L s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ q✉♦t✐❡♥t X := V ss/G✳ ■❢
✭s♦♠❡ ♣♦✇❡r ♦❢✮ L ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ V →֒ Pn ❢♦r s♦♠❡ n ∈ N ✭✐✳❡✳ ✐t
✐s ❛♠♣❧❡✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛❧❧ X ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ♦❢ V ❜② G✳
✸✳❈✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ V = Cn ❛♥❞ C∗✲❛❝t✐♦♥s
▲❡t V ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ ❛✣♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r✐♥❣ A := C[V ]✳ ▲❡t ρ : C∗ × V → V
❜❡ ❛♥② ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ C∗ ♦♥ V ✳ ❚❤❡♥ ρ ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ρ′ : C∗ × A → A ♦♥ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r✐♥❣ A ✈✐❛ ρ′(t, f)(v) := f(ρ(t−1, v)) ❢♦r ❛❧❧ v ∈ V ✳ ❋♦r ❡✈❡r② ✐♥t❡❣❡r d ∈ Z✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r χd : G→ C∗ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ G = C∗ ✭s❡❡
❬❈▲❙✶✶✱ ➓✶❪✮✳ ❚❤❡♥ Ad := {f : V → C | ρ′(t, f) = χd(t) ·f} ❞❡✜♥❡s ❛ ❣r❛❞✐♥❣ A =
⊕
d∈ZAd
♦♥ A✱ ✇❤❡r❡ Ak · Al ⊂ Ak+l✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡ C∗✲❛❝t✐♦♥ ♦♥ V ❣♦♦❞ ✐❢ Ad = 0 ❢♦r ❛❧❧ d < 0
❛♥❞ A0 = C✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♦♥❧② ✜①✲♣♦✐♥t v0 ∈ V ♦❢ t❤❡ C∗✲❛❝t✐♦♥ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ✐❞❡❛❧
⊕
d>0Ad✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✈❡rt❡① ✭s❡❡ ❬P✐♥✼✼✱ ❈❤✳ ✶❪✮✳
❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✵✳ ▲❡t V = Cn ❛♥❞ ρ : C∗ × Cn → Cn ❛ C∗✲❛❝t✐♦♥ ♦♥ Cn ❣✐✈❡♥ ❜②
ρ(t, (z1, . . . , zn)) := (t
q1
·z1, . . . , t
qn
·zn)✳ ❚❤❡♥ ρ ✐s ❛ ❣♦♦❞ C∗✲❛❝t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ qi > 0 ❢♦r
❛❧❧ i ∈ {1, . . . , n} ❛♥❞ g. c. d.(q1, . . . , qn) = 1✳ ❚❤❡ ✈❡rt❡① ♦❢ t❤✐s ❣♦♦❞ C∗✲❛❝t✐♦♥ ✐s 0 ∈ Cn✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳❆✳
✸ ●♦♦❞✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ✾
▲❡♠♠❛ ✸✳✶✶ ✭●♦♦❞ C∗✲❛❝t✐♦♥ ♦♥ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛❝t✐♥❣
❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ V = Cn✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ❜② X := V/G✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❣♦♦❞ C∗✲❛❝t✐♦♥
♦♥ V ✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ ✭✇✐t❤ qi = 1 ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, . . . , n}✮✱ ✐♥❞✉❝❡s ❛
❣♦♦❞ C∗✲❛❝t✐♦♥ ♦♥ X✳
Pr♦♦❢✳ ▲❡t G × V → V , (g, v) 7→ ̺(g)v ❜❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝t✐♦♥ ♦❢ G ♦♥ V ✱ ✇❤❡r❡ ̺ : G →
GL(V ) ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ G✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ❣♦♦❞ C∗✲❛❝t✐♦♥
m : C∗ × V → V , (t, v) 7→ mtv
♦♥ V ✱ ✇❤❡r❡ mt ∈ GL(V ) ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t ∈ C∗✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ g ∈ G
❛♥❞ ❡❛❝❤ t ∈ C∗ ✇❡ ❤❛✈❡ ̺(g)mt = mt̺(g) ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♠✉t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ m ✐♥✲
❞✉❝❡s ❛ C∗✲❛❝t✐♦♥ ♦♥X✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r✐♥❣ ♦❢X ✐s ✜♥✐t❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✭s✐♥❝❡G ✐s r❡❞✉❝t✐✈❡✮
❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② C[X] := C[V ]G =
⊕
d∈N0
C[X](d)✱ ✇❤❡r❡ C[X](d) = C[V ]
G
(d) = (C[V ](d))
G ❛r❡
t❤❡ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦♥ V ♦❢ ❞❡❣r❡❡ d✳ ❲❡ ♠❛② s❡❡ t❤❛t C[X](0) = (C[V ]0)
G = C✳
❚❤✉s✱ X/C∗ = {pt} ❛♥❞ t❤❡ C∗✲❛❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✜①♣♦✐♥t x0 ∈ π−1(X/C∗) ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡




✐s t❤❡ ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ C∗✲❛❝t✐♦♥ ♦♥ X✳ 
✸✳❉✳ Pr♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥s
❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t X := V/G ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤
✈❛r✐❡t② V ❜② ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ G ❛♥❞ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ t②♣❡s
♦❢ q✉♦t✐❡♥ts✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❡✳❣✳ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞②
♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ❡✈❡r② ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t ❝❛♥ ❧♦❝❛❧❧② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ✭s❡❡
▲❡♠♠❛ ✸✳✸✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ●✉r❥❛r ❬●✉r✾✶❪✱ ✇❤♦ ✉s❡s ▲✉♥❛✬s
❙❧✐❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❬▲✉♥✼✸❪ t♦ r❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✣♥❡ ❝❛s❡ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ V = Cn✳ ❲❡ t❤❡♥ r❡❝❛❧❧
t❤❛t ❛♥② ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t② ❤❛s r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳
✸✳❉✳✶✳ ▲✉♥❛✬s ❙❧✐❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s
❖✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✉♥❛✬s ❙❧✐❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❉ré✵✹❪✳ ❇❡❢♦r❡
✇❡ ❝❛♥ r❡❝❛❧❧ ▲✉♥❛✬s ❙❧✐❝❡ ❚❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❜② ▼❛ts✉s❤✐♠❛✳
▲❡♠♠❛ ✸✳✶✷ ✭❘❡❞✉❝t✐✈❡ st❛❜✐❧✐s❡r✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛♥ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t②✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t v ∈ V ❤❛s ❛ ❝❧♦s❡❞ ♦r❜✐t G(v)✳ ❚❤❡♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐s❡r Gv ✐s r❡❞✉❝t✐✈❡✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ♣r♦✈❡♥ ❜② ❬▼❛t✻✵❪✳ 
❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r ✇❡ ❧✐❦❡ t♦ r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✉♥❛✬s ❙❧✐❝❡ ❚❤❡♦r❡♠✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✸✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ✱ V ′ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t✐❡s✳
✭✸✳✶✸✳✶✮ ❆ ♠♦r♣❤✐s♠ Φ : V → V ′ ✐s ❝❛❧❧❡❞ G✲♠♦r♣❤✐s♠ ✐❢ Φ(g.v) = g.Φ(v) ❢♦r ❛❧❧ g ∈ G
❛♥❞ v ∈ V ✭s❡❡ ❬❉ré✵✹✱ ❉❡❢✳ ✷✳✹❪✮✳
✭✸✳✶✸✳✷✮ ❆ G✲♠♦r♣❤✐s♠ Φ : V → V ′ ✐s ❝❛❧❧❡❞ str♦♥❣❧② ét❛❧❡ ✐❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦r♣❤✐s♠
ΦG : V/G → V
′/G ♦❢ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ✐s ét❛❧❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♠♦r♣❤✐s♠
πV : V → V/G ✐♥❞✉❝❡s ❛ G✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ V ∼= V ′ ×V ′/G (V/G) ✭s❡❡ ❬❉ré✵✹✱
❉❡❢✳ ✹✳✶✹❪✮✳
✸ ●♦♦❞✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ✶✵
❘❡♠❛r❦✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ét❛❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠s ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❬❉ré✵✹✱ ❈❤✳ ✹✳✶❪✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ✭str♦♥❣❧②✮ ét❛❧❡ ✭G✲✮♠♦r♣❤✐s♠s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✭❬❉ré✵✹✱
❈❤✳ ✹✳✹❪✮✳
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✹ ✭▲✉♥❛✬s ❙❧✐❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❬❉ré✵✹✱ ❚❤♠✳ ✺✳✸❀ ❚❤♠✳ ✺✳✹❪✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡
❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛♥ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t②✳ ▲❡t v ∈ V ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦r❜✐t G(v) ✐s ❝❧♦s❡❞
✭❛♥❞ t❤✉s Gv r❡❞✉❝t✐✈❡ ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✷✮✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ s✉❜✲✈❛r✐❡t②
S ⊂ V ♦❢ V ✱ ❝❛❧❧❡❞ s❧✐❝❡✱ s✉❝❤ t❤❛t
✭✸✳✶✹✳✶✮ S ✐s ❛✣♥❡ ❛♥❞ v ∈ S✱
✭✸✳✶✹✳✷✮ S ✐s Gv ✐♥✈❛r✐❛♥t✱
✭✸✳✶✹✳✸✮ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ G✲♠♦r♣❤✐s♠ G×GvS := (G×S)/Gv → V ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ G✲❛❝t✐♦♥
♦♥ V ✐s ❛ s❛t✉r❛t❡❞ ♦♣❡♥ s✉❜s❡t U ⊂ V ✱
✭✸✳✶✹✳✹✮ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ G×Gv S → U ✐s ❛ str♦♥❣❧② ét❛❧❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡ G✲♠♦r♣❤✐s♠✳
■❢ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ v ∈ V ✐s s♠♦♦t❤✱ ✇❡ ❣❡t ❛♥ ét❛❧❡ Gv✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦r♣❤✐s♠ Φ : S → TvS t♦
t❤❡ t❛♥❣❡♥t s♣❛❝❡ t♦ S ❛t v s✉❝❤ t❤❛t Φ(v) = 0✱ TΦv = Id ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t
✭✸✳✶✹✳✺✮ TvV = Tv(Gv)⊕ TvS✱
✭✸✳✶✹✳✻✮ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Φ ✐s ❛ s❛t✉r❛t❡❞ ♦♣❡♥ s✉❜s❡t U ′ ⊂ TvS✱
✭✸✳✶✹✳✼✮ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ S → U ′ ✐s ❛ str♦♥❣❧② ét❛❧❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡ Gv✲♠♦r♣❤✐s♠✳
Pr♦♦❢✳ ❆ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❉ré✵✹✱ ❈❤✳ ✺❪ 
❘❡♠❛r❦✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡G✲♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ ✸✳✶✹✳4 ✐s str♦♥❣❧② ét❛❧❡✱ ✐t ✐♥❞✉❝❡s ❛ s✉r❥❡❝t✐✈❡
ét❛❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠
G×Gv S/G
∼= S/Gv → U/G.
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ Gv✲♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ ✸✳✶✹✳7 ✐♥❞✉❝❡s ❛ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ét❛❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠
S/Gv → U
′/Gv.
❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤✐s✱ ●✉r❥❛r ♣r♦✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t t❤❛t ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✉s t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡
s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳❆✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✺ ✭❝✳❢✳ ❬●✉r✾✶✱ ❚❤♠✳❪✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ ❛✣♥❡
G✲✈❛r✐❡t②✳ ▲❡t X := V/G ❜❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ q✉♦t✐❡♥t ❛♥❞ x ∈ X ❛♥② ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ H ❛❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ s♦♠❡ Cn✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❧♦❝❛❧ r✐♥❣ ♦❢ X ✐♥
x ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❧♦❝❛❧ r✐♥❣ ♦❢ Cn/H ❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ 0 ∈ Cn ✐♥ Cn/H✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬●✉r✾✶✱ ➓✶❪✳ 
❘❡♠❛r❦✳ ■♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦r♦❧❧❛r②✱ ❧❡t π : V → X ❜❡ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣
❛♥❞ v ∈ π−1(x) ❛ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞ ♦r❜✐t✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t v ∈ V ✐s s♠♦♦t❤✱ H = Gv ✐s
t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ♦❢ v ❛♥❞ Cn ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ t❛♥❣❡♥t s♣❛❝❡ TvS t♦ t❤❡ s❧✐❝❡ S ❛t v ✭s❡❡
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✹✮✳
✸✳❉✳✷✳ ●♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ❤❛✈❡ r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ❢❛♠♦✉s r❡s✉❧t ❜② ❇♦✉t♦t t❤❛t ❡♥s✉r❡s✱ t❤❛t t❤❡ ❣♦♦❞
q✉♦t✐❡♥ts ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t✐❡s ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥
✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❈❤❛♣t❡r ✶✳❉ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠s ✵✳✶ t♦ ✵✳✸✳
✸ ●♦♦❞✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ✶✶
▲❡♠♠❛ ✸✳✶✻✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛♥ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ ❛✣♥❡ ●■❚✲
q✉♦t✐❡♥t X := V/G✳ ■❢ V ✐s ♥♦r♠❛❧ t❤❡♥ X ✐s ♥♦r♠❛❧✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❉♦❧✵✸✱ Pr♦♣✳ ✶✳✸❪✳ ▲❡t A ❜❡ t❤❡ ❛✣♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
r✐♥❣ ♦❢ V ✳ ❚❤❡♥ A ✐s ♥♦r♠❛❧✳ ❙✐♥❝❡ X = spec(AG) ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t AG ✐s ♥♦r♠❛❧✳
▲❡t K ❜❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ✜❡❧❞ ♦❢ A ❛♥❞ ❧❡t L ❜❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦❢ AG✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ L ⊂ K
❛♥❞ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t x ∈ L ✐s ✜①❡❞ ❜② t❤❡ G✲❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s L ⊂ KG✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t AG
✐s ✐♥t❡❣r❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ ✐♥ L✳ ▲❡t x ∈ L s❛t✐s❢② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 = 0
✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai ∈ AG ❢♦r 0 ≤ i ≤ n− 1 ❛♥❞ n ≥ 1✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t x ∈ K ❛♥❞ s✐♥❝❡ A ✐s
♥♦r♠❛❧✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t x ∈ A✳ ❙✐♥❝❡ x ✐s ✜①❡❞ ❜② t❤❡ G✲❛❝t✐♦♥ ✇❡ ❣❡t x ∈ AG✳ 
▲❡♠♠❛ ✸✳✶✼ ✭❇♦✉t♦t✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛♥ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ ❛✣♥❡
●■❚✲q✉♦t✐❡♥t X := V/G✳ ■❢ V ❤❛s r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s t❤❡♥ X ❤❛s r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ▲❡♠♠❛ ✐s ❛ ❢❛♠♦✉s r❡s✉❧t ❜② ❇♦✉t♦t ❬❇♦✉✽✼✱ ❈♦r✳❪✳ ❆ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❬❑♦✈✵✵❪✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✽✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ G✲✈❛r✐❡t② ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞
q✉♦t✐❡♥t X := V/G✳ ❚❤❡♥ X ✐s ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❤❛s r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳
Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ❜❡✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛r❡ ❧♦❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤
t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ V ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t② ❛♥❞ X ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t
✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ ❧❡♠♠❛s✳ 
✸✳❊✳ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✜♥✐t❡ st❛❜✐❧✐s❡r
▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t
X = V/G✳ ■❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦♥ V ✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts v ∈ V ❛r❡ s❡♠✐✲
st❛❜❧❡✱ V ss = V ✳ ❚❤❡ st❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ v ∈ V ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ st❛❜✐❧✐s❡r ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞
♦r❜✐t✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜② ▲✉♥❛✲❘✐❝❤❛r❞s♦♥ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛✣♥❡
✈❛r✐❡t② F ❛♥❞ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣W ✱ s✉❝❤ t❤❛t F/W ∼= X ❛♥❞ F s 6= ∅✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s
♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬▲❘✼✾❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② O(x) t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❧♦s❡❞
G✲♦r❜✐t ✐♥ t❤❡ ✜❜❡r ♦❢ x ∈ X✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✾ ✭Pr✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t ❬▲❘✼✾✱ ❉❡❢✳ ✸✳✷❪✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛♥
❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t X := V/G✳ ❆ ♣♦✐♥t x ∈ X ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
♣♦✐♥t✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ U ⊂ X ♦❢ x✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ x′ ∈ U t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✿ ■❢ O(x) ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ♦r❜✐t ✐♥ t❤❡ ✜❜❡r ♦❢ x ❛♥❞ O(x′) ✐s t❤❡
❝❧♦s❡❞ ♦r❜✐t ✐♥ t❤❡ ✜❜❡r ♦❢ x′✳ ❚❤❡♥ O(x) ❛♥❞ O(x′) ❛r❡ G✲✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s♣❛❝❡s✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Xpr t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥ts✳
❘❡♠❛r❦✳ ■❢ v ∈ O(x) ❛♥❞ v′ ∈ O(x′)✳ ❚❤❡♥ O(x) ❛♥❞ O(x′) ❛r❡ G✲✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❤♦♠♦✲
❣❡♥❡♦✉s s♣❛❝❡s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐s❡rs Gx ❛♥❞ Gx′ ❛r❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ s✉❜❣r♦✉♣s ♦❢ G
✭s❡❡ ❬▲❘✼✾✱ ❘❡♠✳ ✸✳✸❪✮✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ Xpr ⊂ X ✐s ❛ ❞❡♥s❡ ♦♣❡♥ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ X ✭s❡❡ ❬▲❘✼✾✱
▲❡♠✳ ✸✳✹❪✮✳
✸ ●♦♦❞✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ✶✷
▲❡♠♠❛ ✸✳✷✵✳ ▲❡t H ⊂ G ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ r❡❞✉❝t✐✈❡ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G ❛♥❞ XH := {x ∈ X |
h.x = x ❢♦r ❛❧❧ h ∈ H} t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ H✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ X✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡r
NG(H) := {g ∈ G | gH = Hg} ✐s ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛❝t✐♦♥ ♦♥ XH ✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛ss❡rt✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬▲❘✼✾✱ ▲❡♠✳ ✶✳✶❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛s✲
s❡rt✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✶ ✭❬▲❘✼✾✱ ❚❤♠✳ ✹✳✷❪✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛♥ ❛✣♥❡ G✲
✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t X := V/G✳ ▲❡t x ∈ Xpr ❜❡ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t ❛♥❞ a ∈
O(x) ⊂ V ✳ ❚❤❡♥ H := Ga ✐s r❡❞✉❝t✐✈❡ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✷✳ ❙❡t W := NG(H)/H ❛♥❞
F := XH ✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t F/W ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✳ ❚❤❡♥ X ∼= F/W✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬▲❘✼✾✱ ❚❤♠✳ ✹✳✷❪✳ 
❘❡♠❛r❦✳ ■❢ V ✐s s♠♦♦t❤✱ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t F/W ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❆
❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬▲❘✼✾✱ ❘❡♠✳ ✹✳✻❪✳ ■❢ V ✐s ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ❛♥❞ G ❛❝ts
❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ V ✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t F ✐s ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛♥❞ W ❛❝ts
❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ F ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ F ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✱ F/W ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛s ✇❡❧❧ ✭s❡❡
❬❑r❛✽✹✱ ❈❤✳ ■■✳✹✳✸✳❆❪✮✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡t y ∈ Xpr
❛♥❞ b ∈ O(y) ∩XH ✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦♥ V ❛♥❞ F ✳ ❚❤❡♥ b ∈ F s✳
Pr♦♦❢✳ ❲❡ st❛rt ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t a ∈ F s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛tWa ✐s t❤❡ tr✐✈✐❛❧
❣r♦✉♣✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ W ✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t W(a) ✐s ❝❧♦s❡❞
✐♥ F ✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t W(a) ✐s ♥♦t ❝❧♦s❡❞ ✐♥ F ❛♥❞ t❤❛t v ∈ W(a)\W(a)✳ ❙✐♥❝❡ G(a) = O(x)
✐s ❝❧♦s❡❞ ✐♥ V ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ g ∈ G s✉❝❤ t❤❛t g.v = a✳ ■❢ g ∈ NG(H)✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
g′ ∈ W s✉❝❤ t❤❛t g′.v = a✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤✉s g /∈ NG(H)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡
a = g.v = g.(h.v) 6= h.(g.v) = h.a = a✱ ❢♦r h ∈ H.
❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t v ∈ F s✳
❇② ❬▲❘✼✾✱ ▲❡♠✳ ✸✳✺❪ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t O(y) ∩XH 6= ∅ ❛♥❞ t❤❛t Gb ✐s ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ t♦
H✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤❛t W(b) ✐s ❝❧♦s❡❞ ✐♥ F ✳ ❙✐♥❝❡ G(b) ✐s ❝❧♦s❡❞ ✐♥ V ✱
t❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❛❜♦✈❡✳ 
❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✷✸✳ ▲❡t V = C2 ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ G = C∗ ♦♥ V ✿
t.(z1, z2) = (z1, t · z2), ❢♦r t ∈ C
∗ ❛♥❞ z1, z2 ∈ V.
❯s✐♥❣ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦♥ V ✱ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐s s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳ V ss = V ✮✳ ❯♥❢♦rt✉✲
♥❛t❡❧②✱ ♥♦ ♣♦✐♥t ✐s st❛❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♥❧② ❝❧♦s❡❞ ♦r❜✐ts ❛r❡ G(v) ❢♦r ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤❡ (1, 0)✲❛①✐s✱ v ∈ C · (1, 0)✳ ❚❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❤♦✇❡✈❡r ❛r❡ ❛❧❧ ✜①❡❞ ❜② t❤❡ ❣r♦✉♣ G ❛♥❞ t❤✉s
Gv = G ✐s ♥♦t ✜♥✐t❡✱ ❢♦r ❛❧❧ v ∈ C · (1, 0)✳
❚❤❡ q✉♦t✐❡♥t X := V/G ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs C✳ ❋♦r ❡✈❡r② t✇♦
♣♦✐♥ts x, x′ ∈ X✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❧♦s❡❞ ♦r❜✐ts O(x) = {v} ❛♥❞ O(x′) = {v′} ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛
s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ (1, 0)✲❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐s❡r Gv = G = Gv′ ✳ ❚❤✉s✱ Xpr = X✳
▲❡t a ∈ O(0)✳ ❚❤❡♥ H = G✱ W ✐s t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❣r♦✉♣✱ F = V G = C · (1, 0) ❛♥❞ F/W ∼= X✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ✈❛r✐❡t② X st❛②s t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✈✐❛ W ❛♥❞ F ✐s s✉♣❡r✐♦r s✐♥❝❡
F s = F ❛♥❞ F/W ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ q✉♦t✐❡♥t✳
✹ ❙♦♠❡ ❡❛s② ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✶✸
✹✳ ❙♦♠❡ ❡❛s② ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ r❡❞✉❝t✐♦♥s
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ✉s❡❢✉❧ st❛t❡♠❡♥ts t❤❛t ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✉s t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦♦❢s
♦❢ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss s♣❡❝✐❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥
❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s ❡❛s② t♦ ♣r♦✈❡✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r✱ ❧❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡
❊①t❡♥s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t②✿
❊①t❡♥s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ η : X˜ → X ❛♥②













✐s ❛ r❡❣✉❧❛r p✲❢♦r♠ ♦♥ X˜✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✐s ❧♦❝❛❧✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤
t♦ s❤♦✇ t❤❛t η∗(σ) ❤❛s ♥♦ ♣♦❧❡ ♥❡❛r ❛ ✜❜❡r η−1(x)✱ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ X✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t
s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ x ∈ X✳
▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡tt✐♥❣ ❛s ❛❜♦✈❡✱ ❧❡t U ⊂ X ❜❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ♦♣❡♥ s✉❜s❡t ♦❢ X
✇✐t❤ x ∈ U ❛♥❞ ηan t❤❡ ❛♥❛❧②t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ η✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠
(η∗(σ))an|(ηan)−1(U) ,
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ ♦❢ σ t♦ (ηan)−1(U)✱ ✐s ❛
❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❢♦r♠✳ ❚❤❡♥ η∗(σ) ❤❛s ♥♦ ♣♦❧❡ ♥❡❛r ❛ ✜❜❡r η−1(x)✳
Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ♦♥ ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t② ✐s
r❡❣✉❧❛r ✐❢ ✐ts ❛♥❛❧②t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛♥✐❢♦❧❞✳
❯s✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❛
s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t② ✐s r❡❣✉❧❛r ✐❢ ✐ts ❛♥❛❧②t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✭s❡❡ ❬❙❤❛✶✸✱ ❇♦♦❦ ✸✱ ♣✳ ✶✼✼❪✮✳ 
❚♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝❛t❡✲
❣♦r② ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦❜❥❡❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡
▲❡♠♠❛ ✹✳✶ t♦ r❡str✐❝t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s t♦ ❛♥❛❧②t✐❝ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡✐r
♣♦❧❡s✳
✹✳❆✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥
▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳ ▲❡t Z ❜❡ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ Y ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t②✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s✉r❥❡❝t✐✈❡
♠♦r♣❤✐s♠ f : Z → Y ✳ ▲❡t σ ❜❡ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ✭✐✳❡✳ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❤❡❛❢ Ω∗Y ♦❢ ❑ä❤❧❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s✮ ♦♥ Y ✳ ❚❤❡♥ σ ✐s r❡❣✉❧❛r ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦
f∗(σ) ❤❛s ♥♦ ♣♦❧❡s ♦♥ Z✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❑❡♠✼✼✱ ▲❡♠✳ ✷❪✳ 
❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✸ ✭■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ η1 : X˜1 → X ❛♥② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ X✳ ▲❡t 0 ≤ p ≤ n ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r














✹ ❙♦♠❡ ❡❛s② ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✶✹








✐s ❛ r❡❣✉❧❛r p✲❢♦r♠ ♦♥ X˜2✱ t♦♦✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ η : X˜ → X t❤❛t ❞♦♠✐♥❛t❡s X˜1 ❛♥❞ X˜2✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s













❆♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷ t♦ t❤❡ ♠❛♣s p1 ❛♥❞ p2 t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s✳ 
✹✳❇✳ ❘❡❞✉❝t✐♦♥s ❢♦r ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ❢♦r ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛♥❛❧②s❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥tX :=
V/G ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t② V ❜② ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ G ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳
▲❡♠♠❛ ✹✳✹ ✭❘❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts✮✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ ❛♥ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r
❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t X := V/G ✭♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t② V ❜② ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ G✮ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤
t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ V ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ ❛✣♥❡
●■❚✲q✉♦t✐❡♥t X := V/G✳
Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
t❤❡ ❢❛❝t✱ t❤❛t ❡✈❡r② ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t ❝❛♥ ❧♦❝❛❧❧② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ✭s❡❡
▲❡♠♠❛ ✸✳✸✮✳ 
▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳ ▲❡t g : Y → X ❜❡ ❛ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ✢❛t ♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t✐❡s ❛♥❞
F ❛ ❝♦❤❡r❡♥t s❤❡❛❢ ♦♥ X✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss❡rt✐♦♥s ❛r❡ tr✉❡✿
✭✹✳✺✳✶✮ ❋♦r t❤❡ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ F∨ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛❢ F ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ g∗(F∨) ∼=
(g∗F)∨✳
✭✹✳✺✳✷✮ ❚❤❡ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ g∗F ✐s r❡✢❡①✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ F ✐s r❡✢❡①✐✈❡✳
Pr♦♦❢✳ ❆ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛ss❡rt✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❍❛r✽✵✱ ✶✳✽❪✱ ✇❤❡r❡ ❤❡ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❛t
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ t❤✉s ♣r♦✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❢♦r ♠♦❞✉❧❡s ♦♥ r✐♥❣s ✐♥st❡❛❞✿
▲❡t A ❜❡ ❛ ♥♦❡t❤❡r✐❛♥ r✐♥❣✱ M ✱ N ❜❡ A✲♠♦❞✉❧❡s✱ ✇✐t❤ M ✜♥✐t❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❛♥❞ ❧❡t
A→ B ❜❡ ❛ ✢❛t s✉r❥❡❝t✐✈❡ r✐♥❣ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ✭❢♦r t❤❡ ✜rst ❛ss❡rt✐♦♥ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ g t♦
❜❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♠❛♣
HomA(M,N)⊗A B → HomB
(
M ⊗A B,N ⊗A B
)
✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✭s❡❡ ❬❍❛r✽✵✱ ✶✳✽❪✮✳
❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛ss❡rt✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♠❛♣ F → F∨∨ ✐s ❛♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♠❛♣ g∗F → (g∗F)∨∨ ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❯s✐♥❣
✹✳✺✳1 ✇❡ ❤❛✈❡ (g∗F)∨∨ ∼= g∗(F∨∨)✳ ❙✐♥❝❡ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ t♦♦✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠✿
✹ ❙♦♠❡ ❡❛s② ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✶✺
❈❧❛✐♠ ✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♠❛♣
M → HomA(HomA(M,N), N)
✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♠❛♣
M ⊗A B → HomA(HomA(M,N), N)⊗A B
✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳
Pr♦♦❢ ✭♦❢ ❈❧❛✐♠ ✶✮✳ ❙✐♥❝❡ g ✐s ✢❛t ❛♥❞ s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ B ✐s ❛ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ✢❛t A✲♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤✉s
t❡♥s♦r✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ A✲♠♦❞✉❧❡s ✇✐t❤ B ♦✈❡r A ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❛s ❡①❛❝t✳ 
▲❡♠♠❛ ✹✳✻✳ ▲❡t g : Y → X ❜❡ ❛ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ét❛❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t✐❡s✳
❚❤❡♥ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r X ✐s tr✉❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s tr✉❡ ❢♦r Y ✳












✇❤❡r❡ Y˜ ✐s t❤❡ ✜❜❡r ♣r♦❞✉❝t Y˜ = Y ×X X˜✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ g˜ ✐s ét❛❧❡ ✭s❡❡ ❬❉ré✵✹✱
Pr♦♣✳ ✹✳✸✳✭✐✐✐✮❪✮ ❛♥❞ Y˜ ✐s s♠♦♦t❤ ✭s❡❡ ❬❉ré✵✹✱ Pr♦♣✳ ✹✳✸✳✭✈✐✐✮❪✮✳ ❙✐♥❝❡ ηX ✐s ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱
t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ηY : Y˜ → Y ✐s ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ Y ✳ ▲❡t 0 ≤ p ≤ n = dim(X) =
dim(Y )✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t (ηX)∗Ω
p
X˜
✐s r❡✢❡①✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ s❤❡❛❢ (ηY )∗Ω
p
Y˜
✐s r❡✢❡①✐✈❡ ✭t❤✐s ✐s ❡♥♦✉❣❤ s✐♥❝❡ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✸✮✮✳
❙✐♥❝❡ ❢♦r p = 0 ❜♦t❤ s❤❡❛✈❡s ❛r❡ r❡✢❡①✐✈❡ ✭s❡❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✽✮✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t
p > 0✳ ❙✐♥❝❡ g˜ ✐s ét❛❧❡ t❤❡ s❤❡❛❢ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s Ωp
Y˜ /X˜
= 0 ✭s❡❡ ❬❉ré✵✹✱





✳ ❙✐♥❝❡ g ✐s ét❛❧❡ ✐t ✐s ✢❛t ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✳ ❯s✐♥❣ t❤❡










❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳ 
▲❡♠♠❛ ✹✳✼✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ ❛✣♥❡ ●■❚✲
q✉♦t✐❡♥t X := V/G ❛♥❞ q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣ π : V → X✳ ▲❡t x ∈ X ❜❡ ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥ X✳ ❚❤❡♥
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ W ❛♥❞ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ s✉❜❣r♦✉♣ H ⊂ G ❛❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ W ✱ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r t❤❡ q✉♦t✐❡♥t W/H ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r X
✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ x ∈ X✳
Pr♦♦❢✳ ▲❡t x ∈ X ❛♥❞ v ∈ π−1(x) ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞ G✲♦r❜✐t G(v) ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
r❡❞✉❝t✐✈❡ st❛❜✐❧✐s❡r Gv ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✷✮✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✹ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞
❛✣♥❡ Gv✲✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜✲✈❛r✐❡t② S ⊂ V ✇✐t❤ v ∈ S ❛♥❞ ❛♥ ♦♣❡♥ s❛t✉r❛t❡❞ s✉❜s❡t U ⊂ V
s✉❝❤ t❤❛t
f : S/Gv → U/G
✹ ❙♦♠❡ ❡❛s② ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✶✻
✐s ❛ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ét❛❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠✳ ❙✐♥❝❡ v ∈ V ✐s s♠♦♦t❤ ✇❡ ❛❧s♦ ❣❡t ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝t✐♦♥ ♦❢ Gv
♦♥ t❤❡ t❛♥❣❡♥t s♣❛❝❡ TvS t♦ t❤❡ s❧✐❝❡ S ❛t v ∈ S ❛♥❞ ❛♥ ♦♣❡♥ s❛t✉r❛t❡❞ s✉❜s❡t U ′ ⊂ TvS✱
s✉❝❤ t❤❛t
g : S/Gv → U
′/Gv
✐s ❛ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ét❛❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠✳ ❙❡t W := TvS ❛♥❞ H := Gv✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✹✳✻ t♦ f ❛♥❞ g✳ 
❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✽ ✭❘❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s✮✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ ❛♥ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠
❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t X := V/G ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t② ❜② ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ✐t ✐s
❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ V ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r
G✲❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t X := V/G✳
Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹ t♦
r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ V ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t X := V/G✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r t❤❡ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ✐s ❛ ❧♦❝❛❧
♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✇❡❧❧✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✼✳ 
✹✳❈✳ ❋✐♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s
❆ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❛r✐s❡ ♦♥ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t✐❡s ❜②
r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣s✱ ❛r❡ ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡s❡
s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ❛♥ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥✲
❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✾ ✭❋✐♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t②✮✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♥♦r♠❛❧ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❡t②✳
❚❤❡♥ ❛ ♣♦✐♥t x ∈ X ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✭❢✳q✳s✮ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ U ♦❢ x ❛♥❞ ❛ ✜♥✐t❡ ❣r♦✉♣ Γ ❛❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ s♦♠❡ Cn✱ s✉❝❤ t❤❛t U ✐s
❜✐❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛♥ ♦♣❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ U ′ ⊂ Cn/Γ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ 0 ∈ Cn ✐♥ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t
C
n/Γ✳
❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✶✵✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✈✐s✐t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳❈✳
✶✳ ■❢ X ❤❛s ❦❧t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s❡t Z ⊂ X ✇✐t❤ codimX(Z) ≥
3✱ s✉❝❤ t❤❛t X\Z ❤❛s ♦♥❧② ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭s❡❡ ❬●❑❑P✶✶✱ Pr♦♣✳ ✾✳✹❪✮✳
✷✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ Cn s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ q✉♦t✐❡♥t X := Cn/G
✐s ❛ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t② t ∈ X✳ ❚❤❡♥ t ∈ X ✐s ❛ ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t
s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✭s❡❡ ❬●✉r✾✶✱ ❈♦r✳ ✷❪✮✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✽✳
❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✶✶✳ ▲❡t V ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ♦r ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ s♠♦♦t❤ G✲✈❛r✐❡t② ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ●■❚✲
q✉♦t✐❡♥t X := V ss/G ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t π : V ss → X ❜❡ t❤❡
✐♥❞✉❝❡❞ q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t V s = V ss✳ ❚❤❡♥ π : V ss → X ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝
q✉♦t✐❡♥t ❛♥❞ X ❤❛s ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t✿
▲❡t x ∈ X ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦✐♥t✳ ❇② s❤r✐♥❦✐♥❣ X t♦ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ x ∈ X✱ ✇❡ ♠❛②
❛ss✉♠❡ t❤❛t V ✐s ❛✣♥❡ ❛♥❞ X ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✮✳ ▲❡t v ∈ π−1(x)
❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞ ♦r❜✐t G(v) ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❞✉❝t✐✈❡ st❛❜✐❧✐s❡r H := Gv ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛
✸✳✶✷✮✳ ❚❤❡♥ ✭❜② ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✺✮ H ❛❝ts ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ s♦♠❡ Cn s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❧♦❝❛❧
r✐♥❣ ♦❢ X ✐♥ x ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❧♦❝❛❧ r✐♥❣ ♦❢ Cn/H ❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ 0 ∈ Cn ✐♥
C
n/H✳ ❙✐♥❝❡ v ∈ V s✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t H ✐s ✜♥✐t❡✳ ❚❤✉s x ∈ X ✐s ❛ ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳
✹ ❙♦♠❡ ❡❛s② ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✶✼
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ G✲✈❛r✐❡t② ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛














Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢✳q✳s✳ ❛r❡ ❦❧t ✭s❡❡ ❬❑▼✾✽✱ Pr♦♣✳ ✺✳✷✵❪✮
❜② ✉s✐♥❣ ❬●❑❑P✶✶✱ ❚❤♠✳ ✶✳✹❪✳ 
✹✳❉✳ ●♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣s
❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣s ❛r❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡
❣r♦✉♣s✱ t♦r✐✱ ✜♥✐t❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝ts✳ ■♥ ❢❛❝t ❡✈❡r② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭❧✐♥❡❛r✮ r❡❞✉❝t✐✈❡
❣r♦✉♣ ✐s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❛ t♦r✉s ✭s❡❡ ❬❑r❛✽✹✱ ❈❤✳ ✸✳✺✱ ❙❛t③ ✹❪✮✳
▲❡t X := V/G ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✱ ✇❤❡r❡ G ✐s ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡
t❤r❡❡ t②♣❡s ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ V ✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ❛♥ ❊①t❡♥s✐♦♥
❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r X ✐♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s
❢♦r q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ✜♥✐t❡ ❣r♦✉♣s✱ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t♦r✐✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡s❡ ❝❛s❡s
t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣✐❝t✉r❡✳
❲❤❡♥ G ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❣r♦✉♣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts
♦❢ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t✐❡s ❜② G✳ ■♥ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❝❛s❡s ✇❡ ✇✐❧❧ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ q✉♦t✐❡♥ts
X := V/G ♦❢ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s✳
✹✳❉✳✶✳ G ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❣r♦✉♣
▲❡t X := V/G ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t② ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ❣r♦✉♣✳ ❯s✐♥❣ ❈♦r♦❧❧❛r②
✸✳✶✺ ✐t ❝❧❡❛r t❤❛t X ❤❛s ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r
X ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✳ ❆ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ π : V → X ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ♠❛♣✳
▲❡♠♠❛ ✹✳✶✸✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ G✲✈❛r✐❡t② ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞
q✉♦t✐❡♥t X := V/G ✇✐t❤ ✐♥❞✉❝❡❞ q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣ π : V → X✳ ▲❡t η : X˜ → X ❜❡ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ σ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ♦♥ X✳ ❚❤❡♥✱ η∗(σ) ❤❛s ♥♦ ♣♦❧❡s ♦♥ X˜
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ π∗(σ) ❤❛s ♥♦ ♣♦❧❡s ♦♥ V ✳
Pr♦♦❢✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t V ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t② ❛♥❞ X ✐s












❝♦♠♠✉t❡s ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t p ✐s ❛ ❜✐r❛t✐♦♥❛❧ ♠❛♣ ❛♥❞ q ✐s t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣ Z → Z/G ∼= X˜✳
❚❤❡ ✈❛r✐❡t② Z ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ♣r♦❞✉❝t X˜ ×X V t❤❛t ✐s
♠❛♣♣❡❞ ❜✐r❛t✐♦♥❛❧❧② t♦ V ✳ ■❢ ✇❡ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✹✳✷ t♦ t❤❡ ♠❛♣s p ❛♥❞ q t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s✳ 
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❛♥ ❡❛s② ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧t ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡✲
♦r❡♠ ❢♦r X ✇❤❡♥ G ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❣r♦✉♣✳
✹ ❙♦♠❡ ❡❛s② ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✶✽
❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✹✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ G✲✈❛r✐❡t② ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞
q✉♦t✐❡♥t X := V/G✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣ π : V → X ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ♠❛♣✳ ▲❡t η :














Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ❞✐✈✐s♦r D ⊂ V ✐s ♠❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ❧♦❝✉s ♦❢ X ✉♥❞❡r π✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t
t❤❡ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ π∗(σ) ❤❛s ♥♦ ♣♦❧❡s ♦♥ V ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✸✳ 
✹✳❉✳✷✳ G ✐s ❛ t♦r✉s
▲❡t G = T ❜❡ ❛ t♦r✉s ❛❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ V ❛♥❞ X := V/T t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛✣♥❡
●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✳ ❚❤❡♥ ❛♥ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r X ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ❜② ✜rst s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t X
✐s ❛♥ ❛✣♥❡ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ r❡s✉❧t ❜② ❉❛♥✐❧♦✈ ✭❬❉❛♥✾✶❪✮✳ ▲❡t ✉s st❛rt ❜②
r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t②✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✺ ✭❆✣♥❡ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t② ❬❈▲❙✶✶✱ ❉❡❢✳ ✶✳✶✳✸❪✮✳ ❆♥ ❛✣♥❡ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t② ✐s ❛
♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t② X ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ t♦r✉s TX ❛s ❛ ❩❛r✐s❦✐✲♦♣❡♥ s✉❜s❡t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢
TX ♦♥ ✐ts❡❧❢ ❡①t❡♥❞s t♦ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ TX ♦♥ X✳
❘❡♠❛r❦✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ t❤✐♥❦ ♦❢ t❤❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✺ ✐♥ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✳ ▲❡t
T ❜❡ ❛ t♦r✉s ❛❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ X s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦✐♥t x ∈ X ✇✐t❤ ♦♣❡♥ T ✲♦r❜✐t
T (x) s✉❝❤ t❤❛t Ty ✐s tr✐✈✐❛❧ ❢♦r ❛❧❧ y ∈ T (x)✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠♦r♣❤✐s♠ ✭✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ T ✲❛❝t✐♦♥ ♦♥ X✮
βx : T → X,
✇✐t❤ βx(t) = t.x✱ ❡♠❜❡❞s T ✐♥t♦ X ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ β ✐s ❛ t♦r✉s TX t❤❛t ♠❛❦❡s X ✐♥t♦ ❛
t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t②✳
❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✶✻✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② ❡✈❡r② t♦r✉s ✐s ❛ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t②✳ ▲❡t V = Cn✱ ❢♦r s♦♠❡ n ∈ N✳
❚❤❡♥ V ✐s ❛ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ t♦r✉s TV = (C∗)n✳
❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t X := V/T ✭♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ V ❜②
❛ t♦r✉s T ✮ ✐s ❛ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t②✱ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t♦r✐ ❛♥❞
❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡ ❣r♦✉♣s✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✼ ✭❉✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡ ❣r♦✉♣ ❬❇♦r✾✶✱ Pr♦♣✳ ✽✳✹✳✭✷✮❪✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Dn ⊂ GLn✱
❢♦r n ∈ N✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❆ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡ ❣r♦✉♣ ✭❞✲❣r♦✉♣✮ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣ t❤❛t ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ Dn✱ ❢♦r s♦♠❡ n ∈ N✳
❙✐♥❝❡ ❡✈❡r② t♦r✉s ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Dn✱ ❢♦r s♦♠❡ n ∈ N ✭s❡❡ ❬❇♦r✾✶✱ ❈❤✳ ✽✳✺❪✮✱ ✐t ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧
❝❛s❡ ♦❢ ❛ d✲❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛s s❤♦✇ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t♦r✐ ❛♥❞ d✲❣r♦✉♣s ❛♥❞
❛❞❞r❡ss s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
▲❡♠♠❛ ✹✳✶✽✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ d✲❣r♦✉♣ t❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❤♦❧❞✳
✭✹✳✶✽✳✶✮ ❆ s✉❜❣r♦✉♣ H ⊂ G ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ G → G′ t♦ ❛ ❣r♦✉♣ G′ ❛r❡
d✲❣r♦✉♣s✳
✭✹✳✶✽✳✷✮ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ G ✐s ❛ t♦r✉s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst ❛ss❡rt✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❬❇♦r✾✶✱ ❈❤✳ ✽✳✹✱ ❈♦r✳❪ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛ss❡rt✐♦♥ ✐s
♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❬❇♦r✾✶✱ ❈❤✳ ✽✳✺✱ Pr♦♣✳❪✳ 
✹ ❙♦♠❡ ❡❛s② ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✶✾
❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✾✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ t♦r✉s ❛♥❞ ❧❡t H ⊂ T ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜❣r♦✉♣✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
st❛t❡♠❡♥ts ❤♦❧❞✳
✭✹✳✶✾✳✶✮ H ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ s✉❜❣r♦✉♣✳
✭✹✳✶✾✳✷✮ ■❢ H ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤❡♥ H ✐s ❛ t♦r✉s✳
✭✹✳✶✾✳✸✮ ❚❤❡ q✉♦t✐❡♥t ❣r♦✉♣ T/H ✐s ❛ t♦r✉s✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst ❛ss❡rt✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t♦r✉s T ✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ s❡❝✲
♦♥❞ ❛ss❡rt✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✳ ❋♦r t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ❣r♦✉♣ ✇❡ ❤❛✈❡
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠ T → T/H✳ ❙✐♥❝❡ T ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t
T/H ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤✉s t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✳ 
▲❡♠♠❛ ✹✳✷✵✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ t♦r✉s ❛❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ V ❛♥❞ ❧❡t X := V/T ❜❡
t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✳ ❚❤❡♥ X ✐s ❛ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t②✳
Pr♦♦❢✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② V = Cn✱ ❢♦r s♦♠❡ n ∈ N✱ ❛♥❞ TV ⊂ V ✐s t❤❡ t♦r✉s
t❤❛t ♠❛❦❡s V ✐♥t♦ ❛ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t②✳ ❙✐♥❝❡ T ✐s ❛❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ V t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧✐♥❡❛r
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ T → GLn s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② t ∈ T ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✉s
✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t T ⊂ TV ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ t♦r✉s TV ✳
❙✐♥❝❡ V ✐s TV ✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ T ❛♥❞ TV ❝♦♠♠✉t❡✱ ✇❡ ❣❡t ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ TV
♦♥ X✳ ▲❡t π : V → X ❜❡ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣✳ ❚❤❡♥ ❛ s✐♠♣❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t s❤♦✇s
t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ π(TV ) ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s❡ TV ✲♦r❜✐t ✐♥ V ✐s ❛ ❞❡♥s❡ TV ✲♦r❜✐t ✐♥ X✳ ▲❡t x ∈ π(TV )✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠♦r♣❤✐s♠
βx : TV → X,
✇✐t❤ βx(g) = g.x✱ t❤❛t ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ TV ❛❝t✐♦♥ ♦♥ X✳ ❚❤❡♥ ❜② ❈❤❡✈❛❧❧❡② t❤❡ ✐♠❛❣❡
βx(TV ) ✐s ❝♦♥str✉❝t❛❜❧❡ ✐♥ X ✭s❡❡ ❬▼✉♠✾✾✱ ■✳ ➓✽✳ ❈♦r✳ ✷❪✮ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ TV ✲♦r❜✐t TV (x) ⊂
TV (x) ✐s ♦♣❡♥ ✐♥ ✐ts ❝❧♦s✉r❡✳ ❙✐♥❝❡ TV (x) ✐s ❞❡♥s❡ ✐♥ X✱ ✇❡ ❤❛✈❡ TV (x) = X ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡
π(TV ) ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ TV ✲♦r❜✐t ✐♥ X✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ st❛❜✐❧✐s❡r H := (TV )x ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧✳ ❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ TV ✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ t❤❡
st❛❜✐❧✐s❡r (TV )y = H ❢♦r ❛❧❧ y ∈ TV (x)✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦r❜✐t TV (x) ✐s ❞❡♥s❡ ✐♥ X✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t H
✜①❡s ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ X✳ ❚❤✉s t❤❡ t♦r✉s TV /H ❛❝ts ♦♥ X ❛♥❞ ♠❛❦❡s X ✐♥t♦ ❛ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t②✳ 
❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✶ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s ❜② t♦r✐✮✳ ▲❡t T ❜❡ ❛
t♦r✉s ❛❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ V ❛♥❞ ❧❡t X := V/T ❜❡ t❤❡ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✳






❜❡ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ p✲❢♦r♠ ♦♥ X✱ ❢♦r







Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❈♦r♦❧✲
❧❛r② ✹✳✸✮✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t η ✐s ❛ t♦r✐❝ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❬❉❛♥✾✶✱ ✶✳✻❪ ❉❛♥✐❧♦✈ ❡①♣❧❛✐♥s






❛❧❧ 0 ≤ p ≤ dim(X)✳ ❚❤✉s η∗Ω
p
X˜
✐s r❡✢❡①✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ p ≤ dim(X) ❛♥❞ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥
❚❤❡♦r❡♠ ✐s tr✉❡ ❢♦r X✳ 
✹ ❙♦♠❡ ❡❛s② ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✷✵
✹✳❉✳✸✳ ●♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts t❤❛t ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ●♦r❡♥st❡✐♥
❇❡❢♦r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ G ✐s ❛ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❣r♦✉♣✱ ✇❡
✜rst ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t t❤❛t ✐s ●♦r❡♥st❡✐♥✳
◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t② X ●♦r❡♥st❡✐♥ ✐❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❞✐✈✐s♦r KX ✐s ❈❛rt✐❡r
✭s❡❡ ❬❈▲❙✶✶✱ ❉❡❢✳ ✽✳✷✳✶✹❪✮✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✷✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ G✲✈❛r✐❡t② ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞
q✉♦t✐❡♥t X := V/G✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❞✐✈✐s♦r KX ✐s ❈❛rt✐❡r✳ ▲❡t η : X˜ → X ❜❡ ❛














Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ X ❤❛s r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✱ ❞✉❡ t♦ ❬❑▼✾✽✱ ❈♦r✳ ✺✳✷✹❪ KX ❈❛rt✐❡r ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t X ❤❛s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭s❡❡ ❬❑▼✾✽✱ ❉❡❢✳ ✷✳✶✶❪✮ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❦❧t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳
❚❤✉s t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❬●❑❑P✶✶✱ ❚❤♠✳ ✹✳✶❪✳ 
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡✱ t❤❛t ♥♦t ❡✈❡r② ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t X = V/G ✭♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t② V
❜② ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ G✮ ✐s ●♦r❡♥st❡✐♥✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t②✳
❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✷✸✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t②✳ ❚❤❡♥ ❈♦①✲▲✐tt❧❡✲❙❝❤❡♥❝❦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛
q✉♦t✐❡♥t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ X ✐♥ ❬❈▲❙✶✶✱ ➓ ✺✳✶❪✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ X ❛s ❛
q✉♦t✐❡♥t V/G ✇❤❡r❡ G ✐s ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ✐s ❛ s♠♦♦t❤ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t②✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ✜♥❞ ❛ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t t❤❛t ✐s ♥♦t ●♦r❡♥st❡✐♥ ✇❡ t❤✉s ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛
t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t② t❤❛t ✐s ♥♦t ●♦r❡♥st❡✐♥✳
■♥ ❬❈▲❙✶✶✱ ➓✶✳✷❪ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❡ c ❛♥❞ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ ✐t ❞❡✜♥❡s
❛♥ ❛✣♥❡ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t② Uc✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❬❈▲❙✶✶✱ ❊①✳ ✶✳✷✳✷✷✱ ❊①✳ ✹✳✶✳✹✱ ❊①✳ ✽✳✷✳✶✸❪ ❈♦①✲
▲✐tt❧❡✲❙❝❤❡♥❝❦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛✣♥❡ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t② Uc t❤❛t ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❡ c := cone(de1−
e2, e2) ⊂ R
2✱ ✇❤❡r❡ e1, e2 ❛r❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜❛s✐s ♦❢ R2 ❛♥❞ d ∈ N ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈✐s♦rs D1✱ D2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❛②s ♦❢ c ✭s❡❡ ❖r❜✐t✲❈♦♥❡ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
✐♥ ❬❈▲❙✶✶✱ ❚❤♠✳ ✸✳✷✳✻❪✮ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t KUc = −D1−D2 ✭❬❈▲❙✶✶✱ ❚❤♠✳ ✽✳✷✳✸❪✮✳ ❯s✐♥❣
❬❈▲❙✶✶✱ Pr♦♣✳ ✽✳✷✳✶✷❪ ❈♦①✲▲✐tt❡✲❙❝❤❡♥❦ s❤♦✇ t❤❛t Uc ✐s ●♦r❡♥st❡✐♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ d ≤ 2✳
✹✳❉✳✹✳ G ✐s ❛ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❣r♦✉♣
▲❡t G = Gss ❜❡ ❛ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❣r♦✉♣ ❛❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ V ❛♥❞ X := V/Gss
t❤❡ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ❛♥ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r X ❜② ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡
❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r✐♥❣ C[X] := C[V ]Gss ✳
▲❡♠♠❛ ✹✳✷✹ ✭❬❑r❛✽✹✱ ❈❤✳ ■■✳ ✸✳✸✱ ❙❛t③ ✷❪✮✳ ▲❡t Gss ❜❡ ❛ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❣r♦✉♣ ❛❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧②
♦♥ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ V ❛♥❞ X := V/Gss t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✳ ❚❤❡♥ X ✭♦r C[X]
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ✐s ❢❛❝t♦r✐❛❧✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❑r❛✽✹✱ ❈❤✳ ■■✳ ✸✳✸✱ ❙❛t③ ✷❪✳ ❚❤❡r❡ ❑r❛❢t ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥s
t❤❛t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t V ✐s ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❢❛❝t♦r✐❛❧
✈❛r✐❡t② V ✳ 
❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✺✳ ▲❡t Gss ❜❡ ❛ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❣r♦✉♣ ❛❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ V ❛♥❞
X := V/Gss t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✳ ▲❡t η : X˜ → X ❜❡ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ X ❛♥❞ ❧❡t














Pr♦♦❢✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✹ X ✐s ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❛♥❞ ❛✣♥❡✳ ❇② ❬❍❛r✼✼✱ ■■✳ Pr♦♣✳ ✻✳✷❪ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
t❤❡ ❞✐✈✐s♦r ❝❧❛ss ❣r♦✉♣ ✐s tr✐✈✐❛❧✱ C l(X) = 0✳ ❚❤✉s✱ ❡✈❡r② ❲❡✐❧ ❞✐✈✐s♦r ✐s ❧✐♥❡❛r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ 0 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❈❛rt✐❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❞✐✈✐s♦r KX ♦♥ X ✐s ❈❛rt✐❡r✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✷✳ 
✺✳ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷
✺✳❆✳ ❍♦❞❣❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♠❡t❤♦❞
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❍♦❞❣❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠✳
▼♦st ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❙❙✽✺❪ ❛♥❞ ❬◆❛♠✵✶❜❪✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡s❡
♣❛♣❡rs ✇❡ ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡tt✐♥❣✿
❙❡tt✐♥❣✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❙t❡✐♥ ♦♣❡♥ s✉❜s❡t ♦❢ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉✲
❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ x ∈ X ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ X✳ ▲❡t η : X˜ → X ❜❡ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ X s✉❝❤ t❤❛t
E := (η−1(x))red ✐s ❛♥ s♥❝ ❞✐✈✐s♦r ♦♥ X˜ ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt η−1(x)✳
❘❡♠❛r❦ ✭❲♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❝❛t❡❣♦r②✮✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞♦
♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t X ✐s ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ s♣❛❝❡✳ ■♥ ❘❡♠❛r❦ t♦ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷ ❤♦✇❡✈❡r ✐t
✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s♠❛❧❧ ❛♥❛❧②t✐❝ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ x ∈ X ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✸ ✇❡ ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✳













✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s 0 ≤ p ≤ dim(X)✳ ❚♦ ❞♦ s♦ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡






























♦❢ s❤❡❛✈❡s ♦♥ E✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ❜② ✭✰✮✳






















❜♦✉♥❞❛r② ♠❛♣ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ ❡①❛❝t ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✭✰✮✳ ■❢ δ ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r
s♦♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p ≤ dim(X˜)✱ t❤❡♥ ι ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p✳





























→ . . . .




























❚❤✉s✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✿

















































. . . .
❙✐♥❝❡ δ ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡ t❤❡ ♠❛♣ γ ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❡①❛❝t✱ ι
♠✉st ❜❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ 










→ ΩˆpE → 0.










❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞
s❤❡❛❢ ♦❢ t♦rs✐♦♥ ❢r❡❡ p✲❢♦r♠s ♦♥ E✳ ❆ ♣r♦✈❡ ♦❢ ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❑❡❜✶✸✱
P❛rt ■❪✳
▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳ ❚❤❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣s Hk(X˜, C) ❛♥❞ HkE(X˜, C) ❝❛rr② ♠✐①❡❞ ❍♦❞❣❡ str✉❝✲






















❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛♣
GrpFH
p+1




❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ p ≤ dim(X˜)✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❧❡♠♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬◆❛♠✵✶❜✱ ♣✳ ✼❪✳ 
❘❡♠❛r❦✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❢t❡r s❤r✐♥❦✐♥❣ X t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❛♥❛❧②t✐❝
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ x ∈ X✱ ✇❡ ❣❡t ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ Hk(X˜, C) ∼= Hk(E, C) ✭s❡❡ ❬◆❛♠✵✶❜✱
♣✳ ✼❪✮✳ ❆ ❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❍❙ ♦♥ Hk(X˜, C) ❛♥❞ HkE(X˜, C) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❙t❡✽✸✱
✭✶✳✺✮✱ ✭✶✳✻✮❪✳
❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ ❧❡♠♠❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ι ❜❡✐♥❣ ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ r❡❞✉❝❡s
t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✳
✺ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷ ✷✸
❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✸✳ ▲❡t U := X˜\E ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ E ✐♥ X˜✳ ■❢ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ❝♦❤♦✲
♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣s α : Hp(X˜, C) → Hp(U, C) ✐s ❛ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r s♦♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p ≤ dim(X˜)✱
t❤❡♥ ι ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p✳
Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛❝t ❧♦❝❛❧ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② s❡q✉❡♥❝❡ ✭s❡❡ ❬◆❛♠✵✶❜✱ ♣✳ ✼❪✮
· · · → Hp(X˜, C)
α
−→ Hp(U, C)→ Hp+1E (X˜, C)
β
−→ Hp+1(X˜, C)→ . . . .
❙✐♥❝❡ α ✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡ t❤❡ ❡①❛❝t♥❡ss ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t β ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♠❛♣ β ❤♦✇❡✈❡r ✐s ❛ ♠♦r✲
♣❤✐s♠ ♦❢ ♠✐①❡❞ ❍♦❞❣❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✉s✱ GrpFH
p+1
E (X˜, C) → Gr
p
FH
p+1(X˜, C) ✐s ✐♥❥❡❝✐✈❡✳
❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳ 
✺✳❇✳ ❚✇♦ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❝❛❧❧ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s t❤❛t ✇❡r❡ ♣r♦✈❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r②
✺✳✸✳
❚❤❡ ✜rst r❡s✉❧t ♦♥ s♣❛❝❡s ✇✐t❤ ✐s♦❧❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✇❛s ♣r♦✈❡♥ ❜② ✈❛♥ ❙tr❛t❡♥✲❙t❡❡♥❜r✐♥❦
✐♥ ❬❙❙✽✺✱ ❚❤♠✳ ✶✳✸❪✳ ■♥ t❤❡✐r ♣❛♣❡r t❤❡② ✇♦r❦ ♦♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ❙t❡✐♥ s♣❛❝❡ ✇✐t❤
❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡✐r ♣r♦♦❢✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ st✐❧❧ ✉s✐♥❣ ❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✸✱ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡rs
❢r♦♠ ♦✉r ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ p ≤ n ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❙❙✽✺✱ ❚❤♠✳ ✶✳✸❪✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝❛s❡ p = n
❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❬❙❙✽✺✱ ❈♦r✳ ✶✳✹❪✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✹ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ✐s♦❧❛t❡❞ r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✮✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡
✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✱ dim(X) := n ≥ 2 ❛♥❞ x ∈ X t❤❡ ♦♥❧② s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢
X✳ ▲❡t η : X˜ → X ❜❡ ❛ ❧♦❣✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ X s✉❝❤ t❤❛t E := exc(η) ✐s ❛♥ s♥❝ ❞✐✈✐s♦r ♦♥ X˜✳













Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s✳ ■❢ p = n t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✽✳








r❡❣✉❧❛r p✲❢♦r♠ ♦♥ X˜ ✇✐t❤ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♣♦❧❡s ❛❧♦♥❣ E✳ ▲❡t E′ ❜❡ t❤❡ ❞✐✈✐s♦r t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s
❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ E t❤❛t ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ x ∈ X ✈✐❛ η✳ ❙✐♥❝❡ E ✐s ❛ r❡❞✉❝❡❞ s♥❝ ❞✐✈✐s♦r✱








✳ ❲❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇✱ t❤❛t η∗(σ) ❤❛s ♥♦ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♣♦❧❡s
❛❧♦♥❣ E′✳ ❙✐♥❝❡ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✶ ✇❡
❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ X ❜② ❛ s♠❛❧❧ ❙t❡✐♥ ♦♣❡♥ s✉❜s❡t ♦❢ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❛r✐❡t② s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❣❡t
❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ Hk(X˜, C) ∼= Hk(E′, C) ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ t♦ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✮✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ✉s❡
❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✸ ❛♥❞ t❤✉s ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠❛♣
α : Hp(X˜, C)→ Hp(U, C)
✐s ❛ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r p < n✱ ✇❤❡r❡ U := X˜\E′ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ E′ ✐♥ X˜✳ ❚❤✐s st❛t❡♠❡♥t
✐s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❛♥❞ ❣♦❡s ❜❛❝❦ t♦
●♦r❡s❦✐ ❛♥❞ ▼❛❝P❤❡rs♦♥ ✭s❡❡ ❬❙t❡✽✸✱ ❚❤♠✳ ✶✳✶✶❪✮✳ 
❘❡♠❛r❦✳ ❚♦ ❣❡t ❛♥ ✐❞❡❛ ❤♦✇ t❤❡ s✉r❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ α ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
t❤❡♦r❡♠ ✐♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t❤❡ ❜♦♦❦ ❬❉✐♠✵✹❪ ♦❢ ❉✐♠❝❛ ✇❤♦ ✇♦r❦s
♦♥ ❝♦♠♣❧❡① ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♣❛❝❡s✳ ❍✐s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
✺ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷ ✷✹
❬❉✐♠✵✹✱ ❚❤♠✳ ✺✳✹✳✶✵❪✳ ❇② ❬❉✐♠✵✹✱ ❈♦r✳ ✺✳✹✳✶✶❪ Hp(X˜, C) ❝♦♥t❛✐♥s IHp(X) ❛s ❛ ❞✐r❡❝t
s✉♠♠❛♥❞✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ 5.4.4 ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜♦♦❦ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t IHp(X) = Hp(X\{x})
❢♦r p < n✳ ❙✐♥❝❡ x ∈ X ✐s t❤❡ ♦♥❧② s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ X ❛♥❞ E′ ❤❛s s✉♣♣♦rt η−1(x) ✇❡ ❛❧s♦
❣❡t t❤❛t Hp(U) = Hp(X\{x})✳ ❙✐♥❝❡ α ✐s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠❛♣ Hp(X˜, C)→ Hp(U, C) ✭s❡❡
❬❙t❡✽✸✱ ❘❡♠✳ ✶✳✶✵❪✮✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t α ✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡s✉❧t ✐s ❞✉❡ t♦ ◆❛♠✐❦❛✇❛ ❬◆❛♠✵✶❜✱ ▲❡♠✳ ✷❪✱ ✇❤♦ ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢
❈❤❛♣t❡r ✺✳❆✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✺✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❙t❡✐♥ ♦♣❡♥ s✉❜s❡t ♦❢ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉✲
❧❛r✐t✐❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 3 ❛♥❞ x ∈ X ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ X✳ ▲❡t η : X˜ → X ❜❡ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ X













✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢♦r p ∈ {1, 2}✳
Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✉s❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✸ ❛♥❞ t❤✉s ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t
α : Hp(X˜, C)→ Hp(U, C)
✐s ❛ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r p ∈ {1, 2}✱ ✇❤❡r❡ U := X˜\E ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ E ✐♥ X˜✳ ◆❛♠✐❦❛✇❛
♣r♦✈❡s t❤✐s ✐♥ ❬◆❛♠✵✶❜✱ ▲❡♠✳ ✷❪ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ Hp−1(X˜, O∗X)✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♠❛r❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳






























♦❢ s❤❡❛✈❡s ♦♥ E ✇❡ s❛✇ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳❆✳ ❇❡❝❛✉s❡ α ✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r p ∈ {1, 2} ❜② ▲❡♠♠❛
















































✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r p ∈ {1, 2}✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✻ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r 1✲✱ 2✲❢♦r♠s ♦♥ (X,x)✮✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ✈❛r✐❡t②
✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 3 ❛♥❞ x ∈ X ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ X✳ ▲❡t η : X˜ → X ❜❡ ❛














✐s ❛ r❡❣✉❧❛r p✲❢♦r♠ ♦♥ X˜ ✇✐t❤ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♣♦❧❡s ❛❧♦♥❣ E✳ ❚❤❡♥ η∗(σ) ❤❛s ♥♦ ♣♦❧❡ ❛❧♦♥❣ E✱
❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s 0 ≤ p ≤ n✳
Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦
❛ ❙t❡✐♥ ♦♣❡♥ s✉❜s❡t ♦❢ X s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✺✳❆ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❇② ▲❡♠♠❛
✹✳✶ t❤❡ r❡s✉❧t ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦r♦❧❧❛r②✳ 
✺ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷ ✷✺
✺✳❈✳ ❈✉tt✐♥❣ ❞♦✇♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ❛r❡ st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ❣❡♥❡r❛❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡
s❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❧❛t❡r ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ❤❛✈❡
✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷✳
▲❡♠♠❛ ✺✳✼✳ ▲❡t ● ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t②✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t X := V/G ❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ dim(X) ≥ 2 ❛♥❞ ❧❡t π : V → X ❜❡ t❤❡
q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣✳ ▲❡t H ∈ |L | ❜❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛♠♣❧❡ ❜❛s❡♣♦✐♥t✲❢r❡❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ L ∈ Pic(X)✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❤♦❧❞✳
✭✺✳✼✳✶✮ ❚❤❡ ❞✐✈✐s♦r H ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✳
✭✺✳✼✳✷✮ ■❢ H ✐s s♠♦♦t❤✱ t❤❡♥ X ✐s s♠♦♦t❤ ❛❧♦♥❣ H✳
✭✺✳✼✳✸✮ ■❢ η : X˜ → X ✐s ❛ ✭str♦♥❣✮ ❧♦❣✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ H˜ := π−1(H)✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥
η|H : H˜ → H ✐s ❛ ✭str♦♥❣✮ ❧♦❣✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ s❡t exc(η|H) = exc(η)∩
H✳
✭✺✳✼✳✹✮ ❚❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ π−1(H) ✐s ❛ s♠♦♦t❤ ❛✣♥❡ ●✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐♥ V ❛♥❞ H ✐s
t❤❡ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t H = π−1(H)/G✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ st❛t❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬●❑❑P✶✶✱ ▲❡♠✳ ✷✳✷✷✱ ▲❡♠✳ ✷✳✷✸❪✳ ❆ss❡r✲
t✐♦♥ ✺✳✼✳✹ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■❢ π(v) = x ❢♦r s♦♠❡ x ∈ H ❛♥❞
v ∈ V ✱ t❤❡♥ π(g.v) = x ❢♦r ❛❧❧ g ∈ G✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r 1 ≤ l ≤ n✱ f1, . . . fl ∈ C[X]
❛r❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ H = {x ∈ X | f1(x) = · · · = fl(x) = 0}✳ ❚❤❡♥
π−1(H) = {v ∈ V | f1 ◦ π(v) = · · · = fl ◦ π(v) = 0}✳ ❚❤✉s π−1(H) ✐s ❛ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t
❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♦♥ ❱✳ ❚❤✐s ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐s s♠♦♦t❤ ❜② ❇❡rt✐♥✐✬s ❚❤❡♦r❡♠ ✭❝✳❢✳ ❬❍❛r✼✼✱ ■■✳✽✳✶✽❪✮






✇❤❡r❡ H✱ X ❛♥❞ V ❛r❡ ❛✣♥❡✳ 
P❛rt ■■✳
❚❤❡ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡
❚❤✐s ♣❛rt ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡
❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t X ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛
✹✳✹✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ❤❛✈❡ ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥
❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❬◆❛♠✵✶❜✱ Pr♦♣✳ ✸❪
t♦ 1✲ ❛♥❞ 2✲❢♦r♠s ♦♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts✳
✻✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷
✻✳❆✳ ❙✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ✐♥ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡ ❛ r❡s✉❧t ❜② ●✉r❥❛r✳ ❍❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t 2✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛✣♥❡
●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ❤❛✈❡ ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤✐s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝✉t✲
t✐♥❣ ❞♦✇♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ●r❡❜✲❑❡❜❡❦✉s✲❑♦✈à❝s✲P❡t❡r♥❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❦❧t✲♣❛✐rs
✭s❡❡ ❬●❑❑P✶✶✱ ❈❤✳ ✾✳❈❪✮✱ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ❤❛✈❡ ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥
❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ t✇♦✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶ ✭❝✳❢✳ ❬●✉r✾✶✱ ❈♦r✳ ✷❪✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ ❛✣♥❡
G✲✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t X := V/G✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t dim(X) = 2✳ ❚❤❡♥ X ❤❛s
✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳
Pr♦♦❢✳ ❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✺ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t X = Cn/H✱ ✇❤❡r❡ H ✐s ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣
❛❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ Cn✳ ❚❤✉s✱ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✶ ❛ss❡rts t❤❛t X ❤❛s ❛ ❣♦♦❞ C∗✲❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❬P✐♥✼✼❪ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t X ✐s ❧♦❝❛❧❧② ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ C2/Γ ✇❤❡r❡ Γ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❣r♦✉♣ ❛❝t✐♥❣
❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ C2✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷ ✭❆✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ❤❛✈❡ ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥
✷✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ ❛✣♥❡ ●■❚ q✉♦t✐❡♥t
X := V/G ❛♥❞ q✉♦t✐❡♥t ♠❛♣ π : V → X✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s❡t Z ⊂ X ✇✐t❤
codimX(Z) ≥ 3 s✉❝❤ t❤❛t X\Z ❤❛s ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳
❘❡♠❛r❦✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐s tr✉❡ ✐❢ dim(X) = 0 ♦r dim(X) = 1✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❜♦t❤
❝❛s❡s X ✐s s♠♦♦t❤✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ dim(X) = 2 ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶ ❛♥❞ ✇❛s ♣r♦✈❡♥ ❜②
●✉r❥❛r✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷ ♦♥❧② ❢♦r dim(X) ≥ 3✳
Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬●❑❑P✶✶✱ ❈❤✳ ✾✳❈❪ ❛♥❞ ✜❧❧ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
st❡♣s ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❲❡ st❛rt ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛ ♠♦r❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡✿
❙t❡♣ ✶✿ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t X ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ❧♦❝✉s T := Xsing ❤❛s ❝♦❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ❛t ❧❡❛st 2✳ ❲❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s❡t T ′ ⊂ T s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦❢ T\T ′ ❤❛s ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❛♥❞ codimX(T ′) ≥ 3✳ ❚❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷ ✐s ❧♦❝❛❧
♦♥ X✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t T ⊂ X ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✇✐t❤ codimX(T ) = 2✳
✷✻
✻ ❊①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ✷✼
❇② ❬●❑❑P✶✶✱ Pr♦♣✳ ✷✳✷✺❪ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣❡♥ s❡t X0 ⊂ X s✉❝❤ t❤❛t T 0 := T ∩X0 ✐s









s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ Φ t♦ ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ γ−1(T 0) ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳
❚❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ X\(X0 ∪ T ) ⊂ X ✐s s♠♦♦t❤ ❛♥❞ codimX(T\T 0) ≥ 3✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s
s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷ ❢♦r ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ X0✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥
✐♥ t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷ ✐s ❧♦❝❛❧ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ t♦♣♦❧♦❣②✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ ✐t ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❡t②
X
0 ✐♥st❡❛❞✱ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r r❡♠♦✈✐♥❣ ❛❧❧ ❜✉t ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ γ−1(T 0)✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✇❡ ♠❛②
❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠ Φ : X → S ✇✐t❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❜❡rs✱
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ Φ|T : T → S ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳
❙t❡♣ ✷✿ ❲❡ ♥♦✇ ✇❛♥t t♦ r❡❞✉❝❡ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❜❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠
Φ ❛r❡ s✉r❢❛❝❡s✳ ▲❡t S0 ⊂ S ❜❡ ❛ ❩❛r✐s❦✐✲♦♣❡♥✱ ❞❡♥s❡ s✉❜s❡t✳ ❚❤❡♥ X ✐s s♠♦♦t❤ ❛t ❛❧❧
♣♦✐♥ts ♦❢ X\(Φ−1(S0) ∪ T ) ❛♥❞ codimX(T\Φ−1(S0)) ≥ 3✳ ❆s ❛❜♦✈❡✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦









❋♦r ❡❛❝❤ s ∈ S✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✜❜❡rs ❜② Xs := Φ−1(s) ❛♥❞ Vs := π−1(Xs) = λ−1(s)✳ ❚❤❡♥
t❤❡ ●❡♥❡r✐❝ ❋❧❛t♥❡ss ▲❡♠♠❛ ❬❋●■+✵✺✱ ▲❡♠✳ ✺✳✶✷❪ ❛♥❞ t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✺✳✼ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❛ss✉♠❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❚❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ Φ ✐s ✢❛t✳ ●✐✈❡♥ ❛♥② ♣♦✐♥t s ∈ S t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ Xs :=
Φ−1(s) ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ s✉r❢❛❝❡✱ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t Xs =
Vs/G✱ ✇❤❡r❡ Vs ✐s ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t②✳ ■❢ ts ∈ T ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t t❤❛t
♠❛♣s t♦ s ∈ S✱ t❤❡♥ Xs ✐s s♠♦♦t❤ ❛✇❛② ❢r♦♠ ts ∈ Xs✳ ❯s✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✻✳✶✱ Xs ❤❛s ♦♥❧② ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ Xs ✐s ❦❧t
❬❑▼✾✽❀ ✺✳✷✵❪✳
❙t❡♣ ✸✿ ❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❬●❑❑P✶✶✱ ✾✳✽❪ ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❞♦♣t t❤❡✐r ♣r♦♦❢ ❢r♦♠
❤❡r❡ ♦♥✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ❬●❑❑P✶✶✱ ✾✳❈✳✷ ❛♥❞ ✾✳❈✳✸❪✳ 
❘❡♠❛r❦✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛❧ ♦♥ X✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✸ ✐t
✐s tr✉❡ ❢♦r ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ❛s ✇❡❧❧✳
✻✳❇✳ ❚✇♦ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳❈ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ ❛♥ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ✇✐t❤
✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✮✳ ❯s✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷ ✇❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ ❛
♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s✳
✼ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷ ✷✽
❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✸ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ✐♥ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✮✳ ▲❡t X ❛♥❞ Z ❜❡






❜❡ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ p✲❢♦r♠






Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t
s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✮✳ 
❘❡♠❛r❦✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ r❡♠❛r❦ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✹ t❤✐s ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡✲
♦r❡♠ ✐s tr✉❡ ❢♦r ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ❛s ✇❡❧❧✳
❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❡ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✶ ❢♦r dim(X) = 3 ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝♦r♦❧❧❛r② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✻✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✹ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝✲
t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ G✲✈❛r✐❡t② ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t X := V/G ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥






❜❡ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ p✲❢♦r♠✱ 0 ≤ p ≤ dim(X)✱ ❛♥❞ ❧❡t







Pr♦♦❢✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② V ✐s ❛✣♥❡ ❛♥❞ X ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛
✹✳✹✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r ❢♦r p = 0 ❛♥❞ p = n ❜② t❤❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✽✳ ❚❤✉s ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡
t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❢♦r 1 ≤ p ≤ 2✳













✱ ✇❤❡r❡ E := exc(η) ✐s t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❞✐✈✐s♦r✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦
s❤♦✇ t❤❛t σ ❡①t❡♥❞s ♦♥ ❞✐✈✐s♦rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ E✳ ▲❡t E′ ⊂ E ❜❡ ❛♥② r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦❢ E✳ ❚❤❡♥ ❡✐t❤❡r η(E′) = {pt} ✐s ❛ ♣♦✐♥t ✭✯✮ ♦r η(E′) ❤❛s ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ✭✯✯✮✳
❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✸ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s❡t Z ⊂ X ✇✐t❤ codimX(Z) ≥ 3 s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r②
r❡✢❡①✐✈❡ p✲❢♦r♠ σ ♦♥ X\Z ❡①t❡♥❞s t♦ ❛ r❡❣✉❧❛r p✲❢♦r♠ ♦♥ η−1(X\Z)✱ ❢♦r ❡❛❝❤ 0 ≤ p ≤ 3✳
❚❤✉s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐✈✐s♦r E′ ♦❢ t②♣❡ ✭✯✯✮ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿ ▲❡t e ∈ E′ ❜❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦✐♥t
♦❢ E′✱ t❤❡♥ η∗(σ) ✐s r❡❣✉❧❛r ✐♥ e ∈ E′✳ ▲❡t e′ ∈ E′ ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦✐♥t ♦❢ E′✳ ❙✐♥❝❡ X˜
✐s s♠♦♦t❤ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ U ⊂ X˜ ♦❢ e′ ✇❤❡r❡ Ωp
X˜
(logE) ✐s ❢r❡❡ ❛♥❞
η∗(σ) ✐s r❡❣✉❧❛r ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ U ✳ ❚❤❡♥ ❜② ❬●❲✶✵✱ ❚❤♠✳ ✻✳✹✺❪ η∗(σ) ✐s r❡❣✉❧❛r ✐♥
e′ ∈ E′✳ ❙✐♥❝❡ e′ ∈ E′ ✇❛s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦✐♥t✱ η∗(σ) ❡①t❡♥❞s t♦ ❛❧❧ ♦❢ E′ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r ❢♦r♠✳
■t ✐s ♦♥❧② ❧❡❢t t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t η∗(σ) ❡①t❡♥❞s ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r ❢♦r♠ ♦♥ ❛ ❞✐✈✐s♦r E′ ♦❢ t②♣❡ ✭✯✮✳
❚❤✐s ❝❛s❡ ❤♦✇❡✈❡r ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✻✳ 
✼✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷✳ ❋✐rst ❧❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t✳
❚❤❡♦r❡♠ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ 1✲ ❛♥❞ 2✲❢♦r♠s ♦♥ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣
❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ G✲✈❛r✐❡t② ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t X := V/G ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ dim(X) = n✳






❛ r❡✢❡①✐✈❡ p✲❢♦r♠ ♦♥ X✱ ❢♦r







❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s ❚❤❡♦r❡♠ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❜② ◆❛♠✐❦❛✇❛✳
✼ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷ ✷✾
▲❡♠♠❛ ✼✳✶✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♥♦r♠❛❧✱ ❛✣♥❡ ✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ x ∈ X ❛
♣♦✐♥t ✐♥ X✳ ▲❡t η : X˜ → X ❜❡ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ X s✉❝❤ t❤❛t E := (η−1(x))red ✐s ❛♥ s♥❝




= 0 ❢♦r ❛❧❧ p > 0✳
Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♦✉t❧✐♥❡ ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t ✉s❡s ❛ ❍♦❞❣❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♠❡t❤♦❞✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s ❛r❣✉✲








6= 0 ❢♦r s♦♠❡ p > 0✳ ❚❤❡♥



















❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ 
Pr♦♦❢ ✭♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷✮✳ ❚❤❡ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s ❬◆❛♠✵✶❜✱ ♣♣✳ ✶✵✲
✶✷❪✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② V ✐s ❛✣♥❡ ❛♥❞ X ✐s ❛ ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛
✹✳✹✮✳ ❇② E := exc(η) ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❞✐✈✐s♦r✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t E ✐s ❛♥ s♥❝ ❞✐✈✐s♦r✳
❙t❡♣ ✶ ✭Pr❡♣❛r❛t✐♦♥s✮✿ ▲❡t n := dim(X) ❜❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ X✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Xsing
t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ❧♦❝✉s ♦❢ X✳ ❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✸ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ η∗(σ) ✐s ❝❧❡❛r ♦✉ts✐❞❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥
❧♦❝✉s T ⊂ Xsing ♦❢ codimX(T ) ≥ 3✳ ❖✉ts✐❞❡ T t❤❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t X ❤❛s ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t
s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦♥❧② ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✮✳ ❚❤✉s ✐t ✐s ❧❡❢t t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ η∗(σ)
♦✈❡r T ✳ ▲❡t E0 ⊂ E ❜❡ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ E ✇✐t❤ T 0 := η(E0) ⊂ T ✳ ❲❡ ♣✉t
k := dim(T )− dim(T 0) ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ η∗(σ) ❛❧♦♥❣ E0 ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ k✳
❙t❡♣ ✷ ✭❈❛s❡ k = 0✮✿ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ dim(T ) = dim(T 0)✳ ❲❡ s❡t l := codimX(T )✳ ❘❡❝❛❧❧
t❤❛t l ≥ 3✳
❙t❡♣ ✷✳✶ ✭❈✉tt✐♥❣ ❞♦✇♥✮✿ ❆s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✼ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r n − l ❣❡♥❡r❛❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s
H1, . . . , Hn−l ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② H := H1 ∩ · · · ∩ Hn−l ❛ ❣❡♥❡r❛❧ l✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥✲
t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐♥ X✳ ▲❡t t0 ∈ T 0 ∩ H✳ ❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✺✳✼ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝ts✳ ❇②
r❡♣❧❛❝✐♥❣ X ❜② ❛ s♠❛❧❧ ♦♣❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ t0 ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t T 0∩H = {t0}✳ ❚❤❡
♣r❡✐♠❛❣❡ H˜ := η−1(H) ✐s ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ X ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✱
H = π−1(H)/G ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤✉s H ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞
s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t t0 s✉❝❤ t❤❛t Hsing\{t0} ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ X ❜② ❛ s♠❛❧❧❡r ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ t0 s✉❝❤
t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✈❛r✐❡t② S ❛♥❞ ❛ ✢❛t s✉r❥❡❝t✐✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠ Φ : X → S ✇✐t❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
✜❜❡rs✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ Φ|T 0 : T
0
→ S ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st
❛ ♣♦✐♥t s0 ∈ S ✇✐t❤ Φ−1(s0) = H✳ ❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ X s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t
Ωps ✐s tr✐✈✐❛❧ ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ p ≤ dim(S)✳ ●✐✈❡♥ ❛♥② ♣♦✐♥t s ∈ S t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ Xs := Φ−1(s) ✐s
❛♥ l✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t Xs = π−1(Xs)/G✳ ■❢ ts ∈ T 0 ∩Xs ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t
t❤❛t ♠❛♣s t♦ s ∈ S✱ t❤❡♥ Xs ❤❛s ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ ts ∈ Xs✳ ❚❤❡ ♠❛♣
η : X˜ → X ❣✐✈❡s ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡rs Xs ❢♦r s ∈ S✳ ▲❡t E′ ⊂ X˜ ❜❡ t❤❡
✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ E t❤❛t ♠❛♣ ✐♥t♦ T 0✳ ❚❤❡♥ E′ → S ✐s ❛ ♣r♦♣❡r ♠❛♣
❛♥❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✺✳✼ ❡✈❡r② ✜❜❡r E′s ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❝r♦ss✐♥❣ ❞✐✈✐s♦r✳ ◆♦t❡ t❤❛t E
′
s ❤❛s
s✉♣♣♦rt η−1(ts)✱ ❢♦r ❛❧❧ s ∈ S✳
❙t❡♣ ✷✳✷ ✭❋✐❧tr❛t✐♦♥s✮✿ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ Ψ := Φ◦η : X˜ → S✳ ❆❢t❡r s❤r✐♥❦✐♥❣












(logE′) = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gq ⊃ Gq+1 = {0}
✼ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷ ✸✵
❢♦r 0 ≤ q ≤ dim(X˜) − 1✱ ✇❤❡r❡ ΩˆqE′ ✐s t❤❡ s❤❡❛❢ ♦❢ t♦rs✐♦♥ ❢r❡❡ q✲❢♦r♠s ♦♥ E
′✳ ❚❤❡s❡
✜❧tr❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡s









♦♥ X˜ ❢♦r 0 ≤ r ≤ q✱ ✇❤❡r❡ Ωˆq−rE′/S ❛♥❞ Ω
q−r
X˜/S
❛r❡ s❤❡❛✈❡s ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ t♦rs✐♦♥ ❢r❡❡ (q−r)✲❢♦r♠s
♦✈❡r S ✭s❡❡ ❬❑❡❜✶✸✱ ❈❤✳ ✷✳✶❪✮✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦♦❢ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r q ∈ {1, 2}✳ ❋♦r q = 1✱
✇❡ ❤❛✈❡ F1 ∼= (Ψ|E′)
∗Ω1S ❛♥❞ G














❋♦r q = 2✱ ✇❡ ❤❛✈❡ F2 ∼= (Ψ|E′)
∗Ω2S ❛♥❞ G
2 ∼= Ψ∗Ω2S ✳ ❲❡ s❡t F := F
1 ❛♥❞ G := G1 ❛♥❞
❣❡t t✇♦ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡s ❡❛❝❤✿
0→ F → Ωˆ2E′ → Ωˆ
2
E′/S → 0


















❙t❡♣ ✷✳✸ ✭❚❤❡ ❧♦♥❣ ❡①❛❝t ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② s❡q✉❡♥❝❡s✮✿ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡






























❲❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠✳



























❛r❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r p ∈ {1, 2}✳

















→ OE′ → 0
✇✐t❤ Ωp
X˜















(logE′) ⊗ OE′ ❢♦r ❛❧❧




























✼ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷ ✸✶





❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡ t❡♥s♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ ✭1✮ ✇✐t❤ OE′ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛♣ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥
t❤❡ ✜rst s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ ✭1✮ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡








































. . . . . . .
✭■✮








✱ ❜❡❝❛✉s❡ Ψ∗|E′ : E
′
→ S
✐s ❛ ♣r♦♣❡r ♠❛♣✳
❆♥❛❧♦❣♦✉s✱ t❡♥s♦r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ✭2✮ ❛♥❞ ✭3✮ ✇✐t❤ OE′ ✇❡ ❣❡t t❤❡








































. . . . . . .
✭■■✮





































. . . . . . .
✭■■■✮















❜② (µ1)n−l✱ ❜❡❝❛✉s❡ Ω1S ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ❍❡r❡✱ n− l ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ S✳

















= 0 ❢♦r p ∈ {1, 2}✳






= 0 ❢♦r s ∈ S ❛♥❞ p ∈ {1, 2}✳




❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥
























❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✼✳✶ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ③❡r♦✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞







= 0 ❢♦r ❛❧❧ p ∈ {1, 2}✳



































❢♦r ❛❧❧ p ∈ {1, 2} ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❈❧❛✐♠ 2✳ ◗✳❊✳❉✳
◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥✐s❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❈❧❛✐♠ 1 ❜② ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡s p = 1 ❛♥❞ p = 2 s❡♣❛r❛t❡❧②✳








✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤✉s ❈❧❛✐♠ 2 ❛♥❞ 3 ❡♥s✉r❡ t❤❛t γ1 ✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❛s ✇❡❧❧✳
✼ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷ ✸✸

















✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❛s ✇❡❧❧✳
❚❤✐s ♠❛♣ ✐s t❤❡ ✜rst ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠❛♣ ✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ✭■■✮✳ ❇② t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
p = 1 ✉s✐♥❣ ❈❧❛✐♠ 2 ❛♥❞ 3 ✇❡ s❡❡ t❤❛t γ2 ✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤✐s ✜♥✐s❤❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❈❧❛✐♠ 1✳
◗✳❊✳❉✳




















































✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r p ∈ {1, 2}✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶












✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤✐s ✜♥✐s❤❡s t❤❡ ♣r♦♦❢
♦❢ t❤❡ ❝❛s❡ k = 0✳
❙t❡♣ ✸ ✭❈❛s❡ k > 0✮✿ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ 0 ≤ k ≤ m ❢♦r
s♦♠❡ m ∈ N ❛♥❞ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ ✐t ❢♦r k = m+ 1✳ ❲❡ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ s❡t l := codimX(T )✳
❙t❡♣ ✸✳✶ ✭❈✉tt✐♥❣ ❞♦✇♥✮✿ ❆s ✐♥ ❙t❡♣ 2.1 ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r n − l − k ❣❡♥❡r❛❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s
H1, . . . , Hn−l−k ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② H := H1 ∩ · · · ∩ Hn−l−k ❛ ❣❡♥❡r❛❧ (l + k)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐♥ X✳ ▲❡t t0 ∈ T 0 ∩H✳ ❆s ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝ts✳ ❇②
r❡♣❧❛❝✐♥❣ X ❜② ❛ s♠❛❧❧ ♦♣❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ t0 ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t T 0∩H = {t0}✳ ❚❤❡
♣r❡✐♠❛❣❡ H˜ := η−1(H) ✐s ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ X ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t H
✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ❛s ✇❡❧❧✳ ❆s ✐♥ ❙t❡♣ 2.1 ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ✢❛t s✉r❥❡❝t✐✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠
Φ : X → S ✇✐t❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❜❡rs✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ Φ|T 0 : T
0
→ S ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ♣♦✐♥t s0 ∈ S ✇✐t❤ Φ−1(s0) = H✳ ●✐✈❡♥ ❛♥② ♣♦✐♥t s ∈ S
t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ Xs := Φ−1(s) ✐s ❛ (l+k)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t Xs✳ ❇② ts ∈ T 0∩Xs
✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t t❤❛t ♠❛♣s t♦ s ∈ S✳ ❚❤❡ ♠❛♣ η : X˜ → X ❣✐✈❡s ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡rs Xs✱ ❢♦r s ∈ S✳ ▲❡t E′ ⊂ X˜ ❜❡ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts ♦❢ E t❤❛t ♠❛♣ ✐♥t♦ T 0✳ ❚❤❡♥ E′ → S ✐s ❛ ♣r♦♣❡r ♠❛♣ ❛♥❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✺✳✼ ❡✈❡r②
✜❜❡r E′s ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❝r♦ss✐♥❣ ❞✐✈✐s♦r✳ ◆♦t❡ t❤❛t E
′
s ❤❛s s✉♣♣♦rt η
−1(ts)✱ ❢♦r ❛❧❧ s ∈ S✳




























✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r p ∈ {1, 2}✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙t❡♣ 2.2
t♦ ❙t❡♣ 2.4 ✇❡ ❣❡t t❤❡ r❡s✉❧t✳ 
P❛rt ■■■✳
❚❤❡ ✹✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡
■♥ t❤✐s ♣❛rt ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛♥❛❧②s❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✶ ✇❤❡♥ X ✐s ❛ 4✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t







❛ r❡✢❡①✐✈❡ p✲❢♦r♠ ♦♥ X✱ 0 ≤ p ≤ 4✳ ❋♦r p = 0 ❛♥❞ p = 4✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ η∗(σ) t♦ ❛❧❧ ♦❢ X˜ ✇✐t❤♦✉t ♣♦❧❡s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t X ❤❛s r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s
✭s❡❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✽✮✳ ❋♦r p ∈ {1, 2}✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✇❛s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s
♦♥❧② ❧❡❢t t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r 3✲❢♦r♠s✳
❘❡♠❛r❦✳ ❙✐♥❝❡ dim(X) = n = 4✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢
❛♥ (n − 1)✲❢♦r♠✳ ❲❤❡♥ (X,D) ✐s ❛ ❦❧t✲♣❛✐r t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✭s❡❡ ❬●❑❑✶✵✱
Pr♦♣✳ ✻✳✶❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤♦s❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ✇♦♥✬t ✇♦r❦ ✐♥ ♦✉r s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t✇♦ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ❛♥②t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✭s❡❡ ❬●❑❑✶✵✱
Pr♦♣✳ ✺✳✶❪✮✳ ❙❡❝♦♥❞❧② ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ (n−1)✲❢♦r♠s ❛♥❞ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s ✭s❡❡
❬●❑❑✶✵✱ Pr♦♣✳ ✻✳✶❪✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ KX ✐s ♥♦t ❈❛rt✐❡r ❛♥❞ t❤✉s OX(KX) 6∼= OX ✳
❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✾ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ t❤❛t η∗(σ) ❡①t❡♥❞s ✇✐t❤ ❧♦❣✲♣♦❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①✲
❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❞✐✈✐s♦r E := exc(η)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❊❱✾✷❪ ✐s
❛ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ t♦ s❤♦✇ t❤❛t η∗(σ) ✐♥ ❢❛❝t ❡①t❡♥❞s ✇✐t❤♦✉t t❤❡s❡ ♣♦❧❡s✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s
✐❞❡❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✾✳❇✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❤♦✇ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❛ ❦❧t✲♣❛✐r (X,D) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬●❑❑P✶✶✱ ❘❡♠✳ ✶✶✳✽✱ ✷✺✳❊❪✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ t❤❡
❦❧t ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ s♣❧✐t t❤❡ ❧♦❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ η : X˜ → X ✐♥t♦ ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ ❜✐r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦r♣❤✐s♠s
X˜ → Xk → · · · → X1 → X0 := X, ✭⋆✮
s✉❝❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤♦❧❞✳
✶✳ ❚❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ X˜ → Xk ✐s ❛ ❧♦❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ Xk ❤❛s ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳
✷✳ ❊❛❝❤ ♠♦r♣❤✐s♠ Xi+1 → Xi ❝♦♥tr❛❝ts ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❞✐✈✐s♦r t❤❛t ✐s ❛ str✐❝t
tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ E t❤❛t ✐s ♥♦t ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❜② X˜ → Xk✳
❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡ t♦ ❡❛❝❤ st❡♣ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡
❞❡s✐r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✭⋆✮ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❑✐r✇❛♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳ ❆ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✾✳❇✳
✽✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❑✐r✇❛♥
▲❡t V ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ G ❛❝ts ❧✐♥❡❛r❧②
♦♥ V ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ V ⊂ PN ✳ ❚❤❡♥ V ss/G ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ●■❚✲
q✉♦t✐❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✾ ✭✐✳❡✳ t❤❡ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ L ♦♥ V ✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ✐s ❛♠♣❧❡✮✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ G✲
❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ✈❛r✐❡t② V ✱ ✇❡ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t②♣❡✳ ❇② ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥
✇❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡ X = V/G ✐♥st❡❛❞ ♦❢ X = V ss/G t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝❤❛♣t❡rs✳
❚❤❡♦r❡♠ ✽✳✶ ✭❑✐r✇❛♥✬s ♣❛rt✐❛❧ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❬❑✐r✽✺✱ ✻✳✶✱ ✻✳✸✱ ✻✳✾❪✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡
❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ G✲✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ ❛ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ L = L0 ♦♥ V ✱ s✉❝❤ t❤❛t
✸✹
✽ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❑✐r✇❛♥ ✸✺











// V0 = V, ❢♦r k ∈ N, ✭❑✶✮
❛❧♦♥❣ s♠♦♦t❤ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡s Wi ⊂ Vi✱ ❢♦r 0 ≤ i ≤ k − 1✱ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛
G✲❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ Vi+1 ✭❧✐❢t✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦♥ Vi✮ ❛♥❞ ❛ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ Li+1 ♦♥ Vi+1 ✇✐t❤
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿
✶✳ ❊✈❡r② s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ♣♦✐♥t ✐♥ Vk ✐s st❛❜❧❡ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Lk✮✳
✷✳ ❋♦r ❛❧❧ 0 ≤ i ≤ k−1✱ ❡✈❡r② ❧✐❢t ✐♥ Vi+1 ♦❢ ❛ st❛❜❧❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♥♦t s❡♠✐✲st❛❜❧❡✮ ♣♦✐♥t
✐♥ Vi ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Li✮ ✐s st❛❜❧❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♥♦t s❡♠✐✲st❛❜❧❡✮ ✐♥ Vi+1 ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ Li+1✮✳











// X0 = X ✭❑✷✮
❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡s Wi/G ♦❢ Wi ✐♥ Xi := Vi/G✱ ❢♦r 0 ≤ i ≤ k − 1✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠


































// X0 := X
✭❑✸✮
❝♦♠♠✉t❡s✳ ❍❡r❡✱ F ssi ❛♥❞ F
ss ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢ Fi ❛♥❞ F t♦ t❤❡ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❧♦❝✉s✳
❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❛s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❑✐r✇❛♥✳
❘❡♠❛r❦✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♠❛❦s s❤♦✉❧❞ ❤❡❧♣ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✭❑✸✮
❜❡tt❡r ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✭⋆✮✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ P❛rt ■■■ ❢r♦♠ ✭❑3✮✳
✶✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ✇❛♥t k ∈ Z t♦ ❜❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠ ❛r❡ tr✉❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧ k t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❑✐r✇❛♥ st❡♣s✳
✷✳ ▲❡t 0 ≤ i ≤ k−1 ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤❡ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ s♠♦♦t❤ s✉❜s❡tWi ⊂ Vi ❝♦♥t❛✐♥s
❛❧❧ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ Vi ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Li✮ t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ st❛❜✐❧✐s❡r ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦
❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ Ri ⊂ G ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭s❡❡ ❬❑✐r✽✺✱ ❈❤✳ ✺❪✮✳ ❇② ❬❑✐r✽✺✱
▲❡♠✳ ✻✳✶❪ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❡✈❡r② s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ Fi+1✲❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❧♦❝✉s ✭✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ Li+1✮ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✜①❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ Ri✳
✸✳ ❙✐♥❝❡ V ssk = V
s
k t❤❡ q✉♦t✐❡♥t πk : V
ss
k → Xk ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ q✉♦t✐❡♥t ❛♥❞ Xk ❤❛s ♦♥❧②
✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭s❡❡ ❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✶✶✮✳ ❙✐♥❝❡ f : Xk → X ✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡ ✇❡
❝❛♥ ❝❛❧❧ f ❛ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
✹✳ ▲❡t Ef ⊂ Xk ❜❡ t❤❡ f ✲❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❞✐✈✐s♦r ✐♥ Xk✳ ❚❤❡♥ Ef ❝♦♥s✐sts ♦❢ k ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts E1✱ . . . ✱ Ek✱ ✇❤❡r❡ Ei ✐s t❤❡ str✐❝t tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ fi✲❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❞✐✈✐s♦r✱
❢♦r 1 ≤ i ≤ k✳
✽ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❑✐r✇❛♥ ✸✻
▲❡♠♠❛ ✽✳✷ ✭❚❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❧♦❝✉s ❛♥❞ ✜❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❜❧♦✇✲✉♣s ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ q✉♦t✐❡♥ts✮✳
■♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✳✶✱ ❧❡t 1 ≤ i ≤ k ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ i✲t❤ ❑✐r✇❛♥











✭✽✳✷✳✶✮ ▲❡t Ti−1 ❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ Wi−1/G ♦❢ Wi−1 ✐♥ Xi−1✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❧♦❝✉s
f−1i (Ti−1) ♦❢ fi ✐s ❛ q✉♦t✐❡♥t F
−1
i (Wi−1)/G ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ Li t♦ F
−1
i (Wi−1)✮ ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ✈❛r✐❡t② F
−1
i (Wi−1) ❜② G✳
✭✽✳✷✳✷✮ ▲❡t xi−1 ∈ Ti−1 ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ m ∈ N+ s✉❝❤ t❤❛t
f−1i (xi−1) ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t P
m/H ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡
H✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦♥ Pm✮✱ ✇❤❡r❡ H ⊂ G ✐s ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst ❛ss❡rt✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❧♦✇✲✉♣ ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t② ❛❧♦♥❣
❛ s♠♦♦t❤ s✉❜s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❬❑✐r✽✺✱ ▲❡♠✳ ✸✳✶✶✱ ❘❡♠✳ ✻✳✽❪✳ ❙✐♥❝❡Wi−1 ✐s s♠♦♦t❤ ❛♥❞ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t
t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ F−1i (Wi−1) ✐s s♠♦♦t❤ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞✉❝❡❞ G✲❛❝t✐♦♥✳ ❇② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
❞✐❛❣r❛♠ ✭K3✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦♥ F−1i (Wi−1)✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t
F−1i (Wi−1)/G ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ fi✲❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❞✐✈✐s♦r ✭s❡❡ ❬❑✐r✽✺✱ ❘❡♠✳ ✻✳✽❪✮✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛ss❡rt✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❑✐r✽✺✱ ❘❡♠✳ ✻✳✹❪✳ ▲❡t xi−1 ∈ Ti−1 ❜❡
❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ vi−1 ∈ π
−1
i−1(xi−1) ⊂ Wi−1 ✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞ G✲
♦r❜✐t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ F−1i (vi−1) ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ P(Nvi−1) ♦❢
t❤❡ ♥♦r♠❛❧ s♣❛❝❡ Nvi−1 t♦ Wi−1 ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t vi−1✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐s❡r Gvi−1 ❛❝ts ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥
P(Nvi−1)✳ ❚❤✐s ❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✐ts ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ s♣❛❝❡ Nvi−1 ✳
❙✐♥❝❡ vi−1 ∈ Wi−1 ∩ V ssi−1 t❤❡ ❣r♦✉♣ Gvi−1 ✐s ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G ✭s❡❡ ♣r❡✈✐♦✉s
r❡♠❛r❦✱ ❛ss❡rt✐♦♥ 2✮✳ ❆s ❜❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ Gvi−1✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦♥ P(Nvi−1)✱ s✉❝❤ t❤❛t
P(Nvi−1)/Gvi−1 ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ f
−1
i (xi−1) ✭s❡❡ ❬❑✐r✽✺✱ ❘❡♠✳ ✻✳✽❪✮✳ 
❘❡♠❛r❦✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✱ t❤❡ fi✲❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❧♦❝✉s f
−1
i (Ti−1) ❛♥❞
t❤❡ ✜❜❡r ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t xi−1 ✉♥❞❡r t❤❡ ❜❧♦✇✲✉♣ fi ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ s♠♦♦t❤
✈❛r✐❡t✐❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❧♦❝✉s ❛♥❞ t❤❡s❡ ✜❜❡rs ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ♦♥ t❤❡♠ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳
❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♣r♦✈❡♥ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ V ✐s ❛ s♠♦♦t❤
♣r♦❥❡❝t✐✈❡ G✲✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ V s 6= ∅✳ ❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✽ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t X := V/G ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ V ❜② ❛ ❣r♦✉♣ G ✇✐t❤
❧✐♥❡❛r ❛❝t✐♦♥ ♦♥ V ✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤✐s ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠✐❣❤t ♥♦t ❢✉❧✜❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ V s 6= ∅✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧②
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t X := V/G✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ G ❛♥❞ V s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❑✐r✇❛♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t♦♦✳ ❆s ❛ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥
✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ▲❡♠♠❛s✳
▲❡♠♠❛ ✽✳✸✳ ▲❡t Z ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t② ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ G✳ ▲❡t U ⊂ Z
❜❡ ❛♥ ♦♣❡♥ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜✈❛r✐❡t② ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t π : U → U/G✳ ■❢ U/G ✐s
q✉❛s✐✲♣r♦❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦♥ Z s✉❝❤ t❤❛t U ✐s ❛ G✲s❛t✉r❛t❡❞
s✉❜s❡t ♦❢ Zss✳
✽ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❑✐r✇❛♥ ✸✼
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❬❍❛✉✵✹✱ ❚❤♠✳ ♦♥ ♣✳✶❪✳ ■♥ ❤✐s ♣❛♣❡r ❍❛✉s❡♥ ✇♦r❦s ♦♥ ❛
♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t② Z ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ t❤✉s ✉s❡s ❛ ❲❡✐❧ ❞✐✈✐s♦r D ♦♥ Z ❢♦r t❤❡
G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ L✳ ■♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ 1.1 ❤❡ t❤❡♥ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❛t ✐♥ t❤❡
s♠♦♦t❤ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ D ✐s ❈❛rt✐❡r ✭❛♥❞ t❤✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ L✮✱ ❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ❛ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② D ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② L ✐♥ ❬▼❋❑✾✹❪✳ 
❈♦r♦❧❧❛r② ✽✳✹✳ ▲❡t V ❜❡ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ❛♥❞ G ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ V ✳ ▲❡t
X := V/G ❜❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♠♦♦t❤ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ G✲✈❛r✐❡t②
V ✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦♥ V ✱ s✉❝❤ t❤❛t V ✐s ❛ G✲s❛t✉r❛t❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ V
ss
❛♥❞
t❤❡ G✲❛❝t✐♦♥ ♦♥ V ✐s ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳
Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ V := P(V ⊕C) ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ G✲❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
▲❡♠♠❛ ✽✳✸✳ ❚❤❡ G✲❛❝t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s✐♥❝❡ ❛♥②
❝❤♦s❡♥ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ L ♦♥ P(V ⊕ C) ✐s ❛♠♣❧❡✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✺ ✭❑✐r✇❛♥✬s ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s✮✳ ▲❡t G
❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ V ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛✣♥❡
●■❚✲q✉♦t✐❡♥t X := V/G✳ ▲❡t L = L0 ❜❡ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦♥ V ✱ s✉❝❤ t❤❛t V s 6= ∅✳










// V0 = V, ❢♦r k ∈ N, ✭❑✶✈✮
❛❧♦♥❣ s♠♦♦t❤ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡s Wi ⊂ Vi✱ ❢♦r 0 ≤ i ≤ k − 1✱ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛
G✲❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ Vi+1 ✭❧✐❢t✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦♥ Vi✮ ❛♥❞ ❛ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ Li+1 ♦♥ Vi+1 ✇✐t❤
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
✶✳ ❊✈❡r② s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ♣♦✐♥t ✐♥ Vk ✐s st❛❜❧❡ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Lk✮✳
✷✳ ❋♦r ❛❧❧ 0 ≤ i ≤ k−1✱ ❡✈❡r② ❧✐❢t ✐♥ Vi+1 ♦❢ ❛ st❛❜❧❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♥♦t s❡♠✐✲st❛❜❧❡✮ ♣♦✐♥t
✐♥ Vi ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Li✮ ✐s st❛❜❧❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♥♦t s❡♠✐✲st❛❜❧❡✮ ✐♥ Vi+1 ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ Li+1✮✳











// X0 = X ✭❑✷✈✮
❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡s Wi/G ♦❢ Wi ✐♥ Xi := Vi/G✱ ❢♦r 0 ≤ i ≤ k − 1✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠


































// X0 := X
✭❑✸✈✮
❝♦♠♠✉t❡s✳ ❍❡r❡✱ F ssi ❛♥❞ F
ss ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢ Fi ❛♥❞ F t♦ t❤❡ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❧♦❝✉s✳
❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❛s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❑✐r✇❛♥ ❢♦r ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s✳
✾ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ ✸✽
Pr♦♦❢✳ ❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✽✳✹ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♠♦♦t❤ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ G✲✈❛r✐❡t② V t♦❣❡❤t❡r ✇✐t❤ s♦♠❡
G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t V ✐s ❛ G✲s❛t✉r❛t❡❞ s✉❜s❡t ✐♥ V
ss
❛♥❞ t❤❡ G✲❛❝t✐♦♥ ♦♥ V ✐s ❧✐♥❡❛r
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ V s 6= ∅ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t V
s
6= ∅✳ ❚❤✉s✱ ❑✐r✇❛♥✬s
♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ❢♦r V ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠s (K1) − (K3)✳ ■❢ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r (K3) ♦♥❧② ♦✈❡r V ⊂ V
ss
✭♦r X = V/G r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s t❤❡
❞✐❛❣r❛♠s (K1v)− (K3v) ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ 
❘❡♠❛r❦✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❑✐r✇❛♥ ❢♦r ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s ❤❛s t❤❡
s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❑✐r✇❛♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ r❡♠❛r❦ t♦
❚❤❡♦r❡♠ ✽✳✶ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✽✳✷ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧✳
▲❡♠♠❛ ✽✳✻✳ ▲❡t G′ ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ V ′✳ ▲❡t X :=
V ′/G′ ❜❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ G ❛❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧②
♦♥ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ V s✉❝❤ t❤❛t X ∼= V/G ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦♥
V ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ V s 6= ∅✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ V ❛♥❞ G ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✶ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ r❡♠❛r❦
t♦ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✷ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t V s 6= ∅✳ 
❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✿
❈♦r♦❧❧❛r② ✽✳✼✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t② ❜② ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡♥
✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛♥ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t V/G✱ ✇❤❡r❡ G ✐s ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ ❛
✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ V ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿
✶✳ ❚❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r V/G ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r X✳
✷✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✺ ✇♦r❦s ❢♦r V/G✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst ❛ss❡rt✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✼ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✽✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛ss❡rt✐♦♥
✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✳ 
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❑✐r✇❛♥✳
❊①❛♠♣❧❡ ✽✳✽✳ ▲❡t V ✱ G ❛♥❞ X ❜❡ ❛s ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✹✳ ❙✐♥❝❡ V ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ G✲✈❛r✐❡t②
✇✐t❤ tr✐✈✐❛❧ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t V ss = V ✳ ■♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✽ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡
❛①❡s ♦❢ C2 ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❝t♦rs v ∈ V ✇✐t❤ v /∈ V s ❛♥❞ t❤❛t 0 ∈ V ss ✐s t❤❡ s❡♠✐✲st❛❜❧❡
✈❡❝t♦r t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st st❛❜✐❧✐③❡r ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦r❜✐t G(0)
✐s ❝❧♦s❡❞ t❤❡ s♣❛❝❡ ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❧♦✇ ✉♣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❑✐r✇❛♥
✐s W := {0}✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❧♦✇✲✉♣ F : V˜ → V ♦❢ V ✐♥ 0 ∈ V ✳ ❚❤❡ ✜❜❡r F−1({0}) ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝
t♦ P1✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts v1✱ v2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ [1 : 0] ❛♥❞ [0 : 1] ∈ P1
❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♥♦♥✲s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ V˜ ✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Z1 · Z2 ✈❛♥✐s❤
♦♥❧② ✐♥ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r v1 ❛♥❞ v2 ❡✈❡r② ♦t❤❡r ♣♦✐♥t ✐♥ v ∈ V˜ ❤❛s tr✐✈✐❛❧ st❛❜✐❧✐s❡r✳
❙✐♥❝❡ (V˜ )ss = V˜ \{v1, v2} t❤❡ ♦r❜✐t G(v) ✐s ❝❧♦s❡❞ ✐♥ (V˜ )ss✳ ❚❤✉s (V˜ )ss = (V˜ )s ❛♥❞ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s✳ ❚❤❡ q✉♦t✐❡♥t V˜/G ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ C ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜❧♦✇✲✉♣ ♦❢ q✉♦t✐❡♥ts
f : V˜/G→ V/G ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳
✾✳ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s ❛♥❞ r❡s✉❧ts t❤❛t ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✉s
♣r♦✈✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r ❧❡ts r❡❝❛❧❧ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳
✾ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ ✸✾
❚❤❡♦r❡♠ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ (n − 1)✲❢♦r♠s ♦♥ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣
❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ G✲✈❛r✐❡t② ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t X := V/G ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 1✳ ▲❡t






❛ r❡✢❡①✐✈❡ (n − 1)✲❢♦r♠ ♦♥ X✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ r❡✢❡①✐✈❡ p✲❢♦r♠s ♦♥ ❛♥② ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t








❋✐rst ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ r❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱
✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ ✇❤❡♥ V ✐s ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✱ G ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛❝t✐♥❣
❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ V ❛♥❞ X ✐s t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛✣♥❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ✭s❡❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✽✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
✇❡ ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❛❜♦✈❡ t♦ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧♦✇ ✉♣ st❡♣
✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❑✐r✇❛♥✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦r dim(X) ≤ 1 t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❝❧❡❛r ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡s
X ✐s s♠♦♦t❤✮✱ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t n ≥ 2✳ ❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐♦♥
st❡♣ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡tt✐♥❣✿
❙❡tt✐♥❣ ✶✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ G✲✈❛r✐❡t② ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ●■❚✲
q✉♦t✐❡♥t X := V/G ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r V t❤❡
♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❑✐r✇❛♥ ✇♦r❦s ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠✉✲
t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✭✇❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ ✭❑3✮ ♦r ✭❑3✈✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✿


































// X0 := X.
▲❡♠♠❛ ✾✳✶✳ ■♥ ❙❡tt✐♥❣ ✶ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧♦❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ η : X˜ → X t❤❛t ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡
♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❑✐r✇❛♥✳
Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ str♦♥❣ ❧♦❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Xk ❛♥❞ ❛ str♦♥❣ ❧♦❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ X ❚❤❡♥ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ η : X˜ → X t❤❛t ❞♦♠✐♥❛t❡s ❜♦t❤ ❛♥❞ ❢✉❧✜❧s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳

❙❡tt✐♥❣ ✷✳ ▲❡t G✱ V ❛♥❞ X := V/G ❜❡ ❛s ✐♥ ❙❡tt✐♥❣ ✶ ❛♥❞ η : X˜ → X t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✿






































// X0 := X.
✭❘✶✮
✾ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ ✹✵
❘❡♠❛r❦✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ηi := ηk ◦ fk ◦ · · · ◦ fi : X˜ → Xi ✐s ❛ ❧♦❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Xi✱ ❢♦r
i ∈ {1, . . . , k}✳
❘❡❞✉❝t✐♦♥ ✶✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✽✳✼ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✭s❡❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✸✮✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷✳ ▲❡t G✱ V ✱ X ❛♥❞ η : X˜ → X ❜❡ ❛s ✐♥ ❙❡tt✐♥❣ ✷ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡
❞✐❛❣r❛♠ (R1)✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t dim(X) = n ≥ 2 ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s tr✉❡ ❢♦r













❘❡❞✉❝t✐♦♥ ✷✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t Xk ❤❛s ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ t❤❡
♣✉❧❧✲❜❛❝❦ ♦❢ ❛♥② r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ♦♥ Xk ❜② ηk ❡①t❡♥❞s ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r ❢♦r♠ t♦ ❛❧❧ ♦❢













✇♦r❞s✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ ♦❢ σ ✈✐❛ f ✐s ❛ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠
✇✐t❤♦✉t ♣♦❧❡s ♦♥ Xk✳
❘❡❞✉❝t✐♦♥ ✸✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦
♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✿
▲❡♠♠❛ ✾✳✸✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ G✲✈❛r✐❡t② ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ●■❚✲
q✉♦t✐❡♥t X := V/G ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r V t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❑✐r✇❛♥ ✇♦r❦s ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ✭t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇
❢r♦♠ ❙❡tt✐♥❣ 2✮






































// X0 := X,
✭❘✶✮
✇❤❡r❡ η : X˜ → X ✐s ❛ ❧♦❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ X✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ηi := ηk ◦ fk ◦ · · · ◦ fi :
X˜ → Xi ✐s ❛ ❧♦❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Xi✱ ❢♦r i ∈ {1, . . . , k}✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t dim(X) = n ≥ 2
❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ r❡✢❡①✐✈❡ p✲❢♦r♠s ♦♥ ❛♥② ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ♦❢






❜❡ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ (n − 1)✲❢♦r♠ ♦♥ X✳ ❚❤❡♥ σ
❧✐❢ts ✇✐t❤♦✉t ♣♦❧❡s t♦ ❛❧❧ ♦❢ X1 ✉♥❞❡r t❤❡ ✜rst ❑✐r✇❛♥ st❡♣ f1✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s
σ1 := f
∗








❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✾✳✸ ✐s tr✉❡✳ ❚❤❡♥ G✱ V1 ❛♥❞ X1 ❢✉❧✜❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♦❢ ❙❡tt✐♥❣ 2 ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠✿
✾ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ ✹✶
































❇② r❡♥❛♠✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✾✳✸ ❛♥❞ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

























■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ 2 ✇❡ ♣r♦✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷ ❜② r❡♣❡❛t❡❞❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛
✾✳✸ t♦ t❤❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❑✐r✇❛♥✳
✾✳❇✳ ❚❤❡ r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ♣❛✐rs ♦❢ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts
▲❡t Y ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ D ⊂ Y ❛ r❡❞✉❝❡❞ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ s♥❝ ❞✐✈✐s♦r✳ ❲❡ ❝❛❧❧ (Y, D)
❛♥ s♥❝ ♣❛✐r✳ ❋♦r t❤❡s❡ ♣❛✐rs ❬❊❱✾✷✱ Pr♦♣✳ ✷✳✸❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡




−−→ Ωp−1D → 0,
❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ p ≤ dim(Y )✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ Y ✐s ♥♦t s♠♦♦t❤
t❤❡ r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r ❛ ❞❧t ♣❛✐r (Y, D) ❜② ❬●❑❑P✶✶✱ ❚❤♠✳ ✶✶✳✼❪✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t f : Y → X ✐s ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ X ✇❤❡r❡ D ✐s t❤❡ f ✲❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧





t❤❡ r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r f∗(σ) ❤❛s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♣♦❧❡s ❛❧♦♥❣













→ . . . .




✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ res(f∗(σ)) = 0 ✭❜② ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧
♥♦t ❞✐✛❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❡ ♠❛♣ ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❤❡❛✈❡s ♦r ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣s✮✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts✳
▲❡♠♠❛ ✾✳✹ ✭❘❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛
s♠♦♦t❤ G✲✈❛r✐❡t② ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t X := V/G✳ ▲❡t E ⊂ X ❜❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡








❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ p ≤ dim(X)✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❤❡❛✈❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s♠♦♦t❤ ❧♦❝✉s
Xsm ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❡①❛❝t r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♥❝ ♣❛✐r (Xsm, E ∩Xsm)✿





−−−−−→ Ωp−1E∩Xsm → 0.
✾ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ ✹✷
Pr♦♦❢✳ ▲❡t i : Xsm → X ❜❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤ ❧♦❝✉s Xsm ✐♥t♦ X✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡





−−−−−→ Ωp−1E∩Xsm → 0.





















✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛✐♠❡❞ ♣r♦♣❡rt②✳ 
✾✳❈✳ ▲♦❣✲♣♦❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❞✐✈✐s♦r ✐♥ t❤❡ ✜rst ❑✐r✇❛♥ st❡♣
❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ ▲❡♠♠❛ ✾✳✸✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ f1✲❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧
❞✐✈✐s♦r E1 ⊂ X1 t❤❛t ❛r✐s❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❑✐r✇❛♥ st❡♣✳
▲❡♠♠❛ ✾✳✺✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ f : Y → X ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ▲❡t
E ⊂ X ❜❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❞✐✈✐s♦r ♦♥ X ❛♥❞ D ⊂ Y t❤❡ str✐❝t tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ E ✐♥ Y ✳ ❈♦♥s✐❞❡r
❛ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ σ ♦♥ X✳ ❚❤❡♥ σ ❤❛s ♥♦ ♣♦❧❡ ✭❛ ❧♦❣✲♣♦❧❡✱ ❛ ♣♦❧❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1 ♦r
❜✐❣❣❡r✮ ❛❧♦♥❣ E ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ f∗(σ) ❤❛s ♥♦ ♣♦❧❡ ✭❛ ❧♦❣✲♣♦❧❡✱ ❛ ♣♦❧❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡
1 ♦r ❜✐❣❣❡r✮ ❛❧♦♥❣ D✳
Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ X ✐s ♥♦r♠❛❧ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦✐♥t p ∈ E ∩Xsm ❛♥❞ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ U ⊂ Xsm
♦❢ p s✉❝❤ t❤❛t f ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦✈❡r U ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✐s tr✉❡ ❢♦r σ|U ♦♥
E ∩ U ❛♥❞ t❤✉s ❢♦❧❧♦✇s ❢♦r σ ♦♥ E✳ 




















✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t E˜ = Eηk ∪ (E¯1 ∪ · · · ∪ E¯k) ✇❤❡r❡ Eηk ❣❡ts ❝♦♥tr❛❝t❡❞
❜② ηk ❛♥❞ E¯i ✐s t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ E˜✱ t❤❛t ✐s t❤❡ str✐❝t tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ fi✲
❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❞✐✈✐s♦r Ei ⊂ Xi✱ ❢♦r i ∈ {1, . . . , k}✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧♦❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ηi : X˜ → Xi
❢♦r i ∈ {1, . . . , k}✳ ❙✐♥❝❡ η∗(σ) = η∗1(σ1) ❤❛s ❛t ♠♦st ❛ ❧♦❣✲♣♦❧❡ ❛❧♦♥❣ E¯1 ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t
σ1 := f
∗










✶✵ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✹✸
✶✵✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✾✳✹ t♦ t❤❡
s✐♥❣❧❡ ❑✐r✇❛♥ st❡♣ ✭t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✾✳✸✮ t♦ ♣r♦✈❡ ▲❡♠♠❛ ✾✳✸ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦♥❝❧✉❞❡
❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸✳ ❆s ❛ ❧❛st ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♥✐r❛t✐♦♥❛❧
✈❛r✐❡t②✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✳✶ ✭❬❙❤❛✼✼✱ ♣✳ ✷✵✽❪✮✳ ❆ ✈❛r✐❡t② X ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✉♥✐r❛t✐♦♥❛❧ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
❞♦♠✐♥❛♥t r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦r♣❤✐s♠ Φ : Pm 99K X✱ ❢♦r s♦♠❡ m ∈ N✳
❊①❛♠♣❧❡ ✶✵✳✷✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ V = Pm✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥
♦♥ V s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❣❡t ❛ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t X := V/G✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s❡♠✐✲st❛❜❧❡
♣♦✐♥ts V ss ✐s ❞❡♥s❡ ✐♥ V ✱ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t X ✐s ❛ ✉♥✐r❛t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❡t②✳
▲❡♠♠❛ ✶✵✳✸✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✉♥✐r❛t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ ❧❡t 0 < p ≤ dim(X) ❜❡ ❛♥






♦♥ X ❛♥❞ ❛♥② r❡s♦❧✉t✐♦♥













❜❡ ❛♥② r❡✢❡①✐✈❡ p✲❢♦r♠ ♦♥ X✱ ❢♦r 0 ≤ p ≤ dim(X)✱ ❛♥❞ ❧❡t




✳ ❙✐♥❝❡ X ✐s ✉♥✐r❛t✐♦♥❛❧✱ Y ✐s ✉♥✐r❛✲




= 0 ❢♦r ❛❧❧ 0 < p ≤ dim(Y )✳
❚❤✉s f∗(σ) = 0 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ σ = 0✳ 
❇② ❘❡❞✉❝t✐♦♥ 3 ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✾✳❆ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛
✾✳✸✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s ❧❡♠♠❛✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦
s✉♠ ✉♣ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧s ♦❢ s❡tt✐♥❣ ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✿
❙❡tt✐♥❣ ✸✳ ▲❡t G✱ V ❛♥❞ X := V/G✱ ✇✐t❤ dim(X) =: n ≥ 2✱ ❜❡ ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✾✳✸✳
❚❤❡♥ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠






































// X0 := X,
✭❘✶✮
✇❤❡r❡ η : X˜ → X ✐s ❛ ❧♦❣✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡t E1 ⊂ X1 ❜❡ t❤❡ f1✲❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❞✐✈✐s♦r ✐♥

























✳ ❚❤✉s ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦
s❤♦✇ t❤❛t σ1 ❤❛s ♥♦ ❧♦❣✲♣♦❧❡ ❛❧♦♥❣ E1✳
❘❡❞✉❝t✐♦♥ ✹✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s❡t Z ⊂ X ✇✐t❤ codimX(Z) ≥ 3✱
s✉❝❤ t❤❛t X\Z ❤❛s ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷ ❛♥❞ r❡♠❛r❦✮✳ ❙❡t
T := Xsing ∩ Z ⊂ X t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ❧♦❝✉s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♦t❤❡r
♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛♥❛❧②s❡ t✇♦ ❝❛s❡s✳ ■❢ f−11 (T )∩E1 ⊂ X1 ✐s ♥♦t ❛ ❞✐✈✐s♦r ✐♥ X1 t❤❡♥ t❤❡
✶✵ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✹✹
✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ E1 ❧✐❡s ✐♥ X\T ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t σ1 ❤❛s ♥♦ ♣♦❧❡
❛❧♦♥❣ E1✱ ✉s✐♥❣ ❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✸ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✾✳✺✳
❍❡♥❝❡ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t f−11 (T ) ∩ E1 ⊂ X1 ✐s ❛ ❞✐✈✐s♦r
✐♥ X1✳ ❚❤❡♥ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤❛t σ1 ❤❛s ♥♦ ♣♦❧❡ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐s♦r
f−11 (T ) ∩ E1 ✭s❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✹✮✳ ❚❤✉s✱ ❛❢t❡r s❤r✐♥❦✐♥❣ T ✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t
T ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♦❢ codimX(T ) =: l ≥ 3✱ E1 = f
−1
1 (T ) ❛♥❞ t❤❛t f1|E1 : E1 → T ✐s ❛
s✉r❥❡❝t✐✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ♠❛②
s❤r✐♥❦ T ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r✱ s✉❝❤ t❤❛t T ✐s s♠♦♦t❤ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❤❡❛❢ ΩqT ♦❢ q✲❢♦r♠s ♦♥ T
✭0 ≤ q ≤ dim(T )✮ ✐s tr✐✈✐❛❧ ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ q ≤ dim(T )✳
❲❡ ♥♦✇ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ▲❡♠♠❛ ✾✳✸ ❜② ❛♥❛❧②s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ T s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❘❡❝❛❧❧
t❤❛t ✇❡ ✇♦r❦ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❆✶✮✳ ❚❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ r❡✢❡①✐✈❡ p✲❢♦r♠s ♦♥ ❛♥②
●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❧❡ss t❤❛♥ n✳
❈❧❛✐♠ ✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ Z ⊂ X1 ✇✐t❤ codimX1(Z) ≥ 3 s✉❝❤ t❤❛t
X01 := X1\Z ❤❛s ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t E
0
1 := E1 ∩ X1 ✐s ❛ s♠♦♦t❤
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❞✐✈✐s♦r ♦♥ X1✳
Pr♦♦❢ ✭♦❢ ❈❧❛✐♠ ✶✮✳ ❙✐♥❝❡ X1 ❛♥❞ E1 ❛r❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
s♦♠❡ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✽✳✷✮✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❡t✐❡s✱ t❤❛t ❛r❡ s♠♦♦t❤ ♦✉ts✐❞❡
❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❢✳q✳s✳ ♦✉ts✐❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥✐♦♥ 3 ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳ ◗✳❊✳❉✳
❈❛s❡ ✶ ✭dim(T ) = 0)✿ ▲❡t T = {x}✳ ❚❤❡♥ E1 = f
−1
1 (x) ✐s t❤❡ ✜❜❡r ♦❢ x ✐♥ X1✳ ❇②
▲❡♠♠❛ ✽✳✷ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ m ∈ N≥1 ❛♥❞ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ s✉❜❣r♦✉♣ H ⊂ G✱ s✉❝❤ t❤❛t E1 ✐s t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t Pm/H ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ H✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦♥ Pm✳ ❚❤✉s E1 ✐s
✉♥✐r❛t✐♦♥❛❧ ❜② ❊①❛♠♣❧❡ ✶✵✳✷✳
❙✐♥❝❡ E1 ✐s ✉♥✐r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✽✳✷ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t✱ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❆1✮







= 0 ❢♦r 0 < p ≤ dim(E1) = n− 1. ✭✰✮
▲❡t Z✱ X01 ✱ ❛♥❞ E
0



















♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛ ❧♦❣ ♣♦❧❡ ❛❧♦♥❣ E01 ✳ ❲❡ ❝❛♥
✉s❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✾✳✹ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ (n− 1)✲❢♦r♠ α := res(σ01)
♦♥ E01 ✳ ❙✐♥❝❡ E
0
1 = E1\Z
′✱ ❢♦r ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s❡t Z ′ = Z ∩ E1 ⊂ E1 ♦❢ codimE1(Z
′) ≥ 2







= 0✳ ❚❤✉s α = 0 ❛♥❞ ❜②








✳ ❙✐♥❝❡ X01 = X1\Z ✇✐t❤ codimX1(Z) ≥ 3 ❛♥❞ X1






✳ ❚❤✐s ❡♥❞s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❈❛s❡ 1✳
❈❛s❡ ✷ ✭dim(T ) > 0)✿ ▲❡t t ∈ T ❜❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ T ❛♥❞ t❤❡ ✜❜❡r f−11 (t) =: E1,t ⊂ E1✳
❇② ▲❡♠♠❛ ✽✳✷ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ mt ∈ N≥1 ❛♥❞ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ s✉❜❣r♦✉♣ Ht ⊂ G✱ s✉❝❤ t❤❛t E1,t ✐s
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t Pmt/Ht ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ Ht✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦♥ Pmt✮✳ ❚❤✉s
E1,t ✐s ✉♥✐r❛t✐♦♥❛❧✳
❙✐♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ t ∈ T t❤❡ ✜❜❡r E1,t ✐s ✉♥✐r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✽✳✷ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ●■❚✲
q✉♦t✐❡♥t ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦r♠❛❧✮✱ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❆1✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ▲❡♠♠❛ ✶✵✳✸ t♦







= 0 ❢♦r 0 < p ≤ dim(E1,t) ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ t ∈ T ✳ ❚❤✉s✱ ❜② t❤❡ s❛♠❡







= 0 ❢♦r 0 < p ≤ dim(E1). ✭✰✰✮
▲❡t Z✱ X01 ❛♥❞ E
0
1 ❜❡ ❛s ✐♥ ❈❧❛✐♠ 1✳ ❆s ❜❡❢♦r❡ E
0
1 = E1\Z
′✱ ❢♦r ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s❡t Z ′ = Z ∩
E1 ⊂ E1 ♦❢ codimE1(Z






















❤❛s ❛ tr✉❡ ❧♦❣ ♣♦❧❡ ❛❧♦♥❣ E1✳ ❚❤❡♥ t❤❡










❤❛s ❛ ❧♦❣ ♣♦❧❡ ❛❧♦♥❣ E01 ✳ ❲❡ ❝❛♥ ✉s❡
t❤❡ r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✾✳✹ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ (n − 2)✲❢♦r♠
α := res(σ01) 6= 0 ♦♥ E
0
1 ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❢♦r♠ ❝❛♥♥♦t ❡①✐sts✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦r♣❤✐s♠ Ψ : E01 → T ♦❢ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ❆❢t❡r s❤r✐♥❦✐♥❣ T ✱
✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t Ψ ✐s ❛ s♠♦♦t❤ ♠♦r♣❤✐s♠✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❧tr❛t✐♦♥ ✭s❡❡




= F0 ⊃ F1 ⊃ · · · ⊃ Fn−2 ⊃ Fn−1 = {0}.
❚❤❡s❡ ✜❧tr❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡s






❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ r ≤ n − 2✱ ✇❤❡r❡✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ Fn−2 ∼= Ψ∗Ωn−2T ✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧♦♥❣
❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s tr✉❡ ❢♦r 0 ≤ r ≤ n − 2✿
❆ss✉♠❡ t❤❛t β ✐s ❛ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ Fr✳ ❚❤❡♥ ❡✐t❤❡r ✐t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣





✱ ♦r ✐t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ Fr+1✳ ❈❤❛s✐♥❣ t❤❡
(n− 2)✲❢♦r♠ α t❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✿










= 0 ❢♦r ❛❧❧ 0 < n−2−r ≤ dim(E1)✳ ❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❡ ❧❛st s❤❡❛❢
✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✭Sr✮ ❤❛s ♥♦ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❢♦r 0 ≤ r < n − 2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥♦♥✲








❍♦✇❡✈❡r✱ dim(T ) ≤ dim(X)− 3 = n− 3 ❛♥❞ s✉❝❤ ❛ ❢♦r♠ ❝❛♥♥♦t ❡①✐st✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡








❋✉rt❤❡r r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s
✶✶✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ ❢♦r ❢♦r♠s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ p < n− 1
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ♦♥ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t X ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t② ❜② ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ G✳ ▲❡t
✉s r❡✈✐❡✇ ✇❤❛t ✇❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡s✐s✳
❋♦r 0✲❢♦r♠s ❛♥❞ n✲❢♦r♠s t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t X ✐s ♥♦r♠❛❧
✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭s❡❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✽✮✳ ❚❤✉s✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷ ♥♦t ♦♥❧② ❡♥s✉r❡s ❛♥
❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0 t♦ 3✱ ❜✉t ❢♦r r❡✢❡①✐✈❡ 0✲✱ 1✲✱ 2✲ ❛♥❞
n✲❢♦r♠s ♦♥ ❛ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❛s ✇❡❧❧✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤✐s✱ ❚❤❡♦r❡♠
✵✳✸ st❛rts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❤♦rt ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✿
▲❡t X ❜❡ ❛ 4✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t✳ ❚❤❡♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ (A1) ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✹ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞
❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4✳ ◆❡①t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ 5✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t X✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ (A1) ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛♥❞
❚❤❡♦r❡♠s ✵✳✷ ❛♥❞ ✵✳✸ ②✐❡❧❞ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ ❞❡❣r❡❡
0, 1, 2, 4 ❛♥❞ 5 ♦♥ X✳ ■❢ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ 6✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥t✱ ✇❡ r❡❛❧✐s❡ t❤❛t
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ (A1) ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ st♦♣s✳
❆ss✉♠❡✱ t❤❛t ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r r❡✢❡①✐✈❡ (n − 1)✲❢♦r♠s ♦♥ X✱
❜✉t ❢♦r r❡✢❡①✐✈❡ p✲❢♦r♠s ♦♥ X✱ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s 2 ≤ p ≤ n✱ ✐♥st❡❛❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t st♦♣ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ②✐❡❧❞ ❛♥ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts
♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s♣❡❝✐❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✵
②✐❡❧❞s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ♥❡❝❡ss❛r② st❡♣s t❤❛t ✇♦✉❧❞
❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♦♣t✐♠✐s❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✵ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❣❡t ❛♥ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠
❢♦r ❣♦♦❞ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
✶✶✳❆✳ ❆ ❈♦r♦❧❧❛r② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✵
●♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✵ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛❧♠♦st ❡✈❡r② st❡♣ ✇♦r❦s ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡
2 < p ≤ n✳ ❖♥❧② ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❈❛s❡ 2 ✭dim(T ) > 0✮ ♦♥❡ ❤❛s t♦ r❡❛❧✐s❡ t❤❛t t❤❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡①✐✈❡ p✲❢♦r♠ σ t♦ X1 ✇✐t❤♦✉t ♣♦❧❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ T ✳
❘❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ t❤❛t ✐❢ t❤❡ r❡✢❡①✐✈❡ p✲❢♦r♠s σ ❤❛s ❛ ❧♦❣✲♣♦❧❡ ❛❧♦♥❣ E1✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥
♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ (p− 1)✲❢♦r♠ α′ ♦♥ T ✭s❡❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✺✮✳ ■❢ dim(T ) < p− 1
s✉❝❤ ❛ ❢♦r♠ ❝❛♥♥♦t ❡①✐st ❛♥❞ σ ❤❛s ♥♦ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♣♦❧❡ ❛❧♦♥❣ E1✳ ❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ②✐❡❧❞s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✶✶✳✶✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ V ❛ s♠♦♦t❤ G✲✈❛r✐❡t② ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛♥ n✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t X := V/G ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ G✲❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❑✐r✇❛♥ ✇♦r❦s ❛♥❞ ❧❡t
X˜ → Xk
fk




−→ X0 := X,
✹✻
✶✶ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ ❢♦r ❢♦r♠s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ p < n− 1 ✹✼
❜❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② (R1) ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✾✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ η : X˜ → X ✐s ❛ ❧♦❣






❜❡ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ p✲❢♦r♠ ♦♥ X✱ ❢♦r 2 ≤ p ≤ n✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ r❡✢❡①✐✈❡ q✲❢♦r♠s ♦♥ ❛♥② ●■❚✲q✉♦t✐❡♥t ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❧❡ss t❤❛♥ n✳ ❋♦r ❛❧❧ 0 ≤ i ≤ k − 1✱ ✇❡ ✇❛♥t fi t♦ ❜❡ t❤❡ ❜❧♦✇✲✉♣ ❛❧♦♥❣ Ti ⊂ Xi✳ ❆ss✉♠❡






❢♦r 2 ≤ p ≤ n✳
✶✶✳❇✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ dim(Ti) = 0
■♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦r♦❧❧❛r② t❤❡ ❝❛s❡ dim(Ti) = 0 ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ i ≤ k − 1 ♥❡❡❞s
t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■❢ dim(Ti) = 0✱ t❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✵
✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❈❛s❡ 1✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ Ti
✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✇♦r❦s ❢♦r ❛ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ σ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❞❡❣r❡❡
2 ≤ p ≤ n✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✶✶✳✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✶✳✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥ ❡✈❡r② st❡♣ 0 ≤






❢♦r 0 ≤ p ≤ n✳
✶✶✳❈✳ ❍♦✇ t♦ ♦♣t✐♠✐s❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✵
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♦♣t✐♠✐s❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✵ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✇♦r❦s ❢♦r
❛❧❧ ✈❛❧✉❡s 2 ≤ p ≤ n✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r❡s❡♥t ♦♥❡ ✇❛② t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞✳
❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✾✳✹ ✐s r✐❣❤t ❡①❛❝t ❛s ✇❡❧❧✳
❖♥❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❛ r❡s✉❧t ❜② ❬❇r✐✾✽❪ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ♦♥
X ✇✐t❤ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❢♦r♠s ♦♥ V ✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❛♥ ❡①❛❝t
r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r r❡✢❡①✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ♦♥ X ❢r♦♠ ❛♥ ❡①❛❝t r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r
G✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❢♦r♠s ♦♥ V ✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤
❛ r❡s✐❞✉❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ V ✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐s t♦ ❝♦♥str✉❝t ✜❧tr❛t✐♦♥s ✭s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✜❧tr❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡✲
♦r❡♠ ✵✳✷✮ ❢♦r ●■❚✲q✉♦t✐❡♥ts ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡ t❤❡
❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ ❈❛s❡ 2 ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✵ ✇✐t❤ ❬●❑❑P✶✶✱ ✷✺✳❋✳✷ ✲ ✷✺✳❋✳✹❪ t♦ ♣r♦♦❢
❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✸ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s 2 ≤ p ≤ n✳
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